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Àííîòàöèÿ

Â äàííîé ðàáîòå ñäåëàíà ïîïûòêà èññëåäîâàíèÿ òåîðèè àëãîðèòìîâ ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðî-

ãðàììû Ãèëüáåðòà, êîòîðàÿ â ñâî¼ âðåìÿ ïðèâåëà ê ïðèíöèïèàëüíûì òåîðåìàì î íåðàçðå-

øèìîñòè è íåïîëíîòå â ëîãèêå.

Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåí âîïðîñ î âîçìîæíîñòè ïîëó÷èòü îòâåò (ïîçèòèâíûé èëè íåãà-

òèâíûé) î íàëè÷èè äîêàçàòåëüñòâà, íå ïðåâûøàþùåãî çàäàííîãî ðàçìåðà S, äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî óòâåðæäåíèÿ. Ïðèòîì âîïðîñ íå ïðîñòî î íàëè÷èè òàêîãî äîêàçàòåëüñòâà, íî î

íàëè÷èè àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîã áû äàâàòü òàêèå îòâåòû çà ïîëèíîìèàëüíîå � îò çàäàííîãî

ðàçìåðà S � êîëè÷åñòâî øàãîâ ñâîåé ðàáîòû.

Áûëà èñïîëüçîâàíà ìåòîäèêà Ã¼äåëÿ ïî ïîñòðîåíèþ òàêîãî ðîäà òåñòîâîé çàäà÷è, êîòî-

ðàÿ îêàçûâàåòñÿ çàâåäîìî íåðàçðåøèìîé äëÿ çàäàííîãî (ïðîèçâîëüíîãî) àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ.

Ïðè ýòîì äàííàÿ òåñòîâàÿ çàäà÷à ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, à èñêîìûé àëãîðèòì-ðåøåíèå
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ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìåòîä ñâåñòè äàííóþ çàäà÷ó ê çàäà÷å èç êëàññà P. Íåãàòèâíûé ðå-

çóëüòàò ïîèñêà òàêîãî ìåòîäà îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, äîêàçàòåëüñòâî èçâåñòíîé ãèïîòåçû

òåîðèè àëãîðèòìîâ NP 6= P.
Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ òåñòîâîé çàäà÷è âûÿâèëèñü ñóùåñòâåííûå äîïîëíèòåëüíûå òðå-

áîâàíèÿõ ê ôîðìàëèçìó äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ àëãîðèòìîâ è äîêàçàòåëüñòâ â òåîðèè àëãî-

ðèòìîâ â îòëè÷èè îò ëîãèêè. Â òåîðèè àëãîðèòìîâ ìàòåìàòè÷åñêèå èíñòðóìåíòû äîëæíû

ñîîòâåòñòâîâàòü ñêîðîñòè ðàáîòû è ðàçìåðó ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ, ÷òî íå èìåëî

íèêàêîãî çíà÷åíèÿ ïðè ðàññìîòðåíèè ïðèíöèïèàëüíûõ âîïðîñîâ ëîãèêè î (íå) ñóùåñòâîâà-

íèè òåõ èëè èíûõ ðåçóëüòàòîâ â ïðèíöèïå � öåíîé ëþáîãî ðàçìåðà êîíå÷íûõ äîêàçàòåëüñòâ

è ñêîëü óãîäíî äëèòåëüíûõ, íî êîíå÷íûõ ïî ñâîåé ðàáîòå àëãîðèòìîâ.

À çàòåì âûÿñíèëîñü, ÷òî òåñòîâàÿ çàäà÷à õîòü è ïðèíàäëåæèò êëàññó NP, íî îòëè÷àåòñÿ
îò ¾êëàññè÷åñêèõ¿ çàäà÷ èç êëàññà NP õîòÿ áû òåì, ÷òî òåîðåìà Êóêà ê ýòîé çàäà÷å íå ïðè-

ìåíèìà (¾àâòîðèçóåìàÿ çàäà÷à¿). È îêàçàëîñü, ÷òî â ¾êëàññè÷åñêèõ çàäà÷àõ¿ èç êëàññà NP
íå ó÷èòûâàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à ìîæåò ñîäåðæàòü ôîðìàëèçîâàííóþ èíôîðìàöèþ äëÿ ðàçíûõ

àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé î îòëè÷íûõ ìåæäó ñîáîé âîçìîæíîñòÿõ ýòèõ àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé ïî

ïîëó÷åíèþ äîêàçàòåëüñòâ.

È îáíàðóæèëàñü èñêëþ÷èòåëüíî èíòåðåñíàÿ âîçìîæíîñòü (íåîáõîäèìàÿ äëÿ äàëüíåé-

øåé ðàáîòû) ôîðìàëèçàöèè ðåôëåêñèè � êîãäà àëãîðèòì-ðåøåíèå ïîëó÷àåò îò çàäà÷è òó

èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ îòíîñèòñÿ èìåííî ê íåìó. Âîò ôîðìàëèçàöèþ ðåôëåêñèè ÿ ñ÷èòàþ

ñàìûì èíòåðåñíûì è ïðèíöèïèàëüíûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ðàáîòû, õîòÿ óäàëîñü, âðîäå

áû, äîêàçàòü è íåðàâåíñòâî NP 6= P.
Íå óâåðåí, ÷òî çà âðåìÿ èññëåäîâàíèÿ â îäèíî÷êó ÿ íå óòðàòèë â í¼ì ñâÿçü ñ ðåàëü-

íîñòüþ, ïåðåñòàâ çàìå÷àòü êàêèå-òî ïðèíöèïèàëüíûå îøèáêè. Íî âñå ïîñòðîåíèÿ â äàííîé

ðàáîòå êîíñòðóêòèâíûå, îïèðàþòñÿ íà îáû÷íûå ìåòîäû ðàáîòû ñ òåîðèÿìè ïåðâîãî ïîðÿä-

êà, ñòðîþ äàæå ïðèìåð äåéñòâóþùåé ïðîãðàììû â ïîäòâåðæäåíèå ¾Òåîðåìû î ïîñòðîåíèè

àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê ñåáå¿. È çàäà÷à èç NP, êîòîðóþ ñòðîþ � âïîëíå êîíêðåòíàÿ è

ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà õîòü íà óðîâíå ÿçûêà ïðîãðàììèðîâàíèÿ (÷òî áûëî áû î÷åíü ãðî-

ìîçäêîé ðàáîòîé, êîíå÷íî). Âñ¼ ýòî, íàäåþñü, ïîìîæåò ïðè ÷òåíèè äàííîé ðàáîòû ïðîùå

å¼ ïîíÿòü è îáíàðóæèòü íå çàìå÷åííûå ìíîé îøèáêè.

1 Çàäà÷è èç êëàññîâ NP è P, NP+ è P+

Êàê ñîîòíîñÿòñÿ ìåæäó ñîáîé òÿãîòû (çàòðàòû âðåìåíè, ñèë è ò.ï.) ìåæäó ïîèñêîì îòâåòà
íà âîïðîñ è ïðîâåðêîé ïîëó÷åííîãî îòâåòà íà âîïðîñ? Èç èñòîðèè íàóêè ìû çíàåì, íàñêîëüêî
òðóäíûìè è äîëãèìè ìîãëè áûòü ïîèñêè îòâåòîâ íà âîçíèêøèå âîïðîñû, è íàñêîëüêî ñòðåìè-
òåëüíî ëþäè óáåæäàëèñü â ïðàâèëüíîñòè íàéäåííîãî îòâåòà � ïîñëå òîãî, êàê îí áûë íàéäåí.

Èç íåäàâíåé ýïîõè ôóíäàìåíòàëüíûõ îòêðûòèé â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ìîæíî âçÿòü òåîðåìû
Ã¼äåëÿ â ìàòåìàòèêå è óðàâíåíèÿ äëÿ òåîðèè îòíîñèòåëüíîñòè è êâàíòîâîé ìåõàíèêè â ôèçèêå.
Îäíà òåîðåìà èëè ôîðìóëà ïîçâîëÿëà íå òîëüêî ðåøèòü îòäåëüíûé ïðèíöèïèàëüíûé âîïðîñ, íî
è îáíàðóæèòü ìàññó ñîïóòñòâóþùèõ îòâåòîâ, óâÿçàâ ìíîæåñòâî ôàêòîâ â öåëîñòíóþ êàðòèíó.

À ìîæåò, ðàç ïðîâåðêà íàéäåííîãî îòâåòà îêàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûì äåëîì, òî è
ïîèñêè îòâåòà òîæå ìîæíî ñäåëàòü çàíÿòèåì îòíîñèòåëüíî ë¼ãêèì? Òîãäà îñòàëîñü ¾òîëüêî¿
íàéòè òàêîé ñïîñîá ïîèñêà îòâåòîâ íà âîçíèêàþùèå âîïðîñû, êîòîðûé áûë áû ïðèìåðíî òàêèì
æå ë¼ãêèì, êàê ïðîâåðêà îòâåòîâ. Ðàçóìååòñÿ, ðå÷ü èä¼ò î ïîèñêå ïðàâèëüíîãî îòâåòà íà âîïðîñ.
Íåïðàâèëüíûé îòâåò íàéòè � ïðîùå ïðîñòîãî.
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Âîïðîñ ñîîòíîøåíèÿ òÿãîò ìåæäó ïîèñêîì è ïðîâåðêîé îòâåòîâ ïîñòàâëåí â ìàòåìàòèêå â
íàñòîÿùåå âðåìÿ. Ýòî îäíà èç ïðèíöèïèàëüíûõ çàäà÷ òåîðèè àëãîðèòìîâ � âîïðîñ î ðàâåíñòâå
êëàññîâ P è NP.

À èìåííî, çàäà÷à èç êëàññà NP � ýòî:
1.1. Ïðîâåðêà ïðè ïîìîùè íåêîòîðîãî àëãîðèòìà L(x, y) òîãî, ÷òî ¾òåîðåìà¿ x èñòèííà èç-çà

¾äîêàçàòåëüñòâà¿ y.
1.2. Âðåìÿ (êîëè÷åñòâî ¾øàãîâ¿) ðàáîòû L(x, y) ïîëèíîìèàëüíî îò ðàçìåðîâ |x|, |y|. Ñ÷èòà-

åì, ÷òî âðåìÿ n ≤ p1(|x|, |y|), ãäå p1(|x|, |y|) � íåêîòîðûé ïîëèíîì.
Çàìå÷àíèå: ßâíîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëèíîìà p1(|x|, |y|) � íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ çàäà÷è. Ïðîñòî

¾ñóùåñòâóåò ïîëèíîì p1(|x|, |y|). . . ¿
1.3. Åñëè â ðåçóëüòàòå ïðîâåðêè âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî ¾y äîêàçûâàåò x¿, òî L(x, y) âîçâðàùàåò 1,

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå L(x, y) âîçâðàùàåò 0.
1.4. Ðàçìåð |y| èìååò ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà |x| - è ïðè ïðåâû-

øåíèè ýòîãî îãðàíè÷åíèÿ L(x, y) âåðíåò 0:
|y| ≤ p2(|x|), ãäå p2(|x|) - íåêîòîðûé ïîëèíîì, èíà÷å âåðíî: L(x, y) = 0:
Çàìå÷àíèå: Åñëè ðàçìåð |y| ïðåâûøàåò çàäàííîå ÷åðåç |x| îãðàíè÷åíèå, òî ìîæíî ñ÷èòàòü,

÷òî àëãîðèòì L(x, y) âåðí¼ò 0 òàê áûñòðî, ñëîâíî ðàçìåð |y| íå ïðåâûøàåò ìàêñèìàëüíî äîïó-
ñòèìîãî ïðè äàííîì x ðàçìåðà |y|. Ïîÿñíþ:

Ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà |x| îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð |y| ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ îïðåäåëåíèÿ
çàäà÷è èç êëàññà NP. Íî, â îòëè÷èå îò çàìå÷àíèÿ ïóíêòà 1.2, íå ïîíÿòíî (ÿ íå íàø¼ë â ó÷åáíèêàõ
ïðÿìîãî îòâåòà), ïðåäñòàâëåí äàííûé îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì â ÿâíîì âèäå êàê ÷àñòü çàäà÷è
èëè ïðîñòî ¾ñóùåñòâóåò. . . ¿. Îäíàêî ïî êîíòåêñòó èçëîæåíèÿ â ó÷åáíèêàõ òåîðèè àëãîðèòìîâ
� ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð |y| çàäà¼òñÿ ÿâíûì îáðàçîì â çàäà÷àõ èç êëàññà NP,
òàê êàê âñåãäà èçâåñòåí òîò êðóã ¾äîêàçàòåëüñòâ¿, âíóòðè êîòîðîãî òîëüêî è ìîæåò íàõîäèòüñÿ
ïîäõîäÿùåå ¾äîêàçàòåëüñòâî¿ äëÿ ¾òåîðåìû¿ x.

Çíà÷èò, ïðè ïðåâûøåíèè äàííîãî ÿâíîãî îãðàíè÷åíèÿ íà ðàçìåð ¾äîêàçàòåëüñòâà¿ ñðàçó
âîçíèêàåò èíôîðìàöèÿ î íåïðèãîäíîñòè ¾äîêàçàòåëüñòâà¿, äàæå íå ðàññìàòðèâàÿ åãî öåëèêîì.
Ýòî � âû÷èñëåíèå, çíà÷èò, îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïîñðåäñòâîì àëãîðèòìà â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåçèñîì ×¼ð÷à . Ïóñòü äëÿ ¾ñëèøêîì áîëüøèõ¿ äîêàçàòåëüñòâ y ýòî òîæå áóäåò àëãîðèòì
L(x, y) � âîçâðàùàþùèé 0 è äåëàþùèé ýòî çà ïîëèíîìèàëüíîå îò ðàçìåðà |x| (íî íå îò ðàçìåðà
|y|, êîãäà |y| ñëèøêîì âåëèê) êîëè÷åñòâî øàãîâ. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
òàêèå çàäà÷è èç êëàññà NP, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò äàííîìó çàìå÷àíèþ.

Êàê íàéòè ýòîò ïîëèíîì p2(|x|) ïî àëãîðèòìó L(x, y) - íå ïðèíöèïèàëüíî äëÿ äàííîé ðàáîòû,
ïîòîìó ÷òî â äàííîé ðàáîòå áóäåò èñïîëüçîâàí îòäåëüíûé àðãóìåíò, çàäàþùèé ìàêñèìàëüíûé
ðàçìåð êîððåêòíîãî äîêàçàòåëüñòâà � êîãäà ïîòðåáóåòñÿ îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà.

Êñòàòè, åñëè áû ìû íå ìîãëè ñâåñòè çàäà÷ó ê âàðèàíòó èç çàìå÷àíèÿ (ñ èçâåñòíûì ÿâíûì
îãðàíè÷åíèåì íà äîïóñòèìûé ðàçìåð |y|), òî ó íàñ ïðîñòî íå áûëî áû ðàçðåøèìîé ðàçíèöû
ìåæäó ðàáîòîé àëãîðèòìà ïðîâåðêè L(x, y) äëÿ ¾íîðìàëüíûõ¿ è ¾çàïðåäåëüíî áîëüøèõ¿ äîêà-
çàòåëüñòâ y. È � âîîáùå ãîâîðÿ � òîãäà ìîæåò âñåãäà îñòàâàòüñÿ âîçìîæíîñòü, ÷òî äëÿ êàêîãî-òî
ãèãàíòñêîãî ïî ðàçìåðó äîêàçàòåëüñòâà y àëãîðèòì L(x, y) âåðí¼ò 1 ïðè çàäàííîé êîíêðåòíîé
òåîðåìå x.

Íåðàçðåøèìîñòü ýòîé ïðîáëåìû (ðàñïîçíàòü, ÷òî èñ÷åçëà âîçìîæíîñòü íàéòè äëÿ äàííîãî
ôèêñèðîâàííîãî x êîððåêòíîå äîêàçàòåëüñòâî ñ ðîñòîì ðàçìåðà äîêàçàòåëüñòâà) âûòåêàëà áû èç
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íåðàçðåøèìîñòè ïðîáëåìû îñòàíîâêè (ìîæíî ëåãêî ñâåñòè). È òîãäà íåðàçðåøèìîñòü âîïðîñà
î ñâåäåíèè êëàññà NP ê P äîêàçûâàëàñü áû ýëåìåíòàðíî (ñ ïîìîùüþ íþàíñà èç ïóíêòà 5 íèæå).
Ýòî íå òî æå ñàìîå, ÷òî íåðàâåíñòâî NP 6= P, íî áëèçêî ê òîìó. Ïîýòîìó ÿâíîå îãðàíè÷åíèå
ïîëèíîìîì îò |x| íà äîïóñòèìûé ðàçìåð |y| áóäåì ñ÷èòàòü ÷àñòüþ çàäà÷è èç êëàññà NP.

1.5. Êîìïîçèöèÿ p0(|x|) = p1(|x|, p2(|x|)) çàäà¼ò îãðàíè÷åíèå íà âðåìÿ ðàáîòû L(x, y) îòíîñè-
òåëüíî ðàçìåðîâ |x|. Ýòî ñâîéñòâî ñîîòâåòñòâóåò çàìå÷àíèþ, ñäåëàííîìó â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.
Â òî æå âðåìÿ, äàííîå îãðàíè÷åíèå â ÿâíîì âèäå (êàê ãîòîâûé àëãîðèòì) íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ
çàäà÷è èç êëàññà NP, òàê êàê îäèí èç àëãîðèòìîâ â êîìïîçèöèè � êîòîðûé áûë îïðåäåë¼í â
ïóíêòå 1.2 � íå çàäàí ÿâíî äëÿ çàäà÷è.

1.6. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäà÷à èç êëàññà NP ïîëíîñòüþ çàäà¼òñÿ àëãîðèòìîì ïðîâåðêè
L(x, y), êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò çàìå÷àíèþ èç ïóíêòà 1.4 è îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì ïóíêòà
1.4 ìîæíî ¾âû÷èñëèòü¿ èç ïðîãðàììíîãî òåêñòà àëãîðèòìà L(x, y).

2.1. Äàííàÿ çàäà÷à áóäåò èç êëàññà P, åñëè åñòü àëãîðèòì M(x), êîòîðûé â ïðåäåëàõ ïî-
ëèíîìèàëüíîãî îò |x| âðåìåíè (êîëè÷åñòâî øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà M(x) � â ïðåäåëàõ p(|x|))
âîçâðàùàåò:

y, åñëè èìååòñÿ y, òàêîé ÷òî L(x, y) = 1,
0, åñëè òàêîãî y íåò.
2.2. Àëãîðèòìû âðîäå p0(|x|) , êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò äîïóñòèìûé ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâ,

äîïóñòèìîå âðåìÿ ðàáîòû è ò.ï. áóäåì íàçûâàòü îãðàíè÷èâàþùèìè àëãîðèòìàìè.
2.3. Â äàëüíåéøåì ìû äîïîëíèì àðãóìåíò ¾òåîðåìà¿ íåñêîëüêèìè àðãóìåíòàìè ñ îãðà-

íè÷èâàþùèìè ïàðàìåòðàìè. À îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì îêàæåòñÿ çàâèñèìûì íå òîëüêî îò
ðàçìåðà ¾òåîðåìû ñ ïàðàìåòðàìè¿ � âðîäå p0(|d|, |t|, |S|), íî è îò ñàìèõ àðãóìåíòîâ - âðîäå
pd,t0 (|S|). Òî åñòü, ïðè ôèêñèðîâàíèè ÷àñòè àðãóìåíòîâ ìû ïîëó÷àåì íåêóþ íîâóþ (ïîä)çàäà÷ó
ñî ñïåöèôè÷åñêèì îãðàíè÷èâàþùèì àëãîðèòìîì. Ïðè ýòîì îñòà¼òñÿ â ñèëå è ¾îáùèé¿ îãðà-
íè÷èâàþùèé àëãîðèòì p0(|d|, |t|, |S|). Ìû åù¼ âåðí¼ìñÿ ê ýòîìó íþàíñó â ïóíêòå 2.4 ðàçäåëà 6
¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP¿.

3.1. Íî íàäî ó÷èòûâàòü è óñëîâíîñòü ïîëèíîìèàëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ðàçìåðàìè |x|
è |y|. Äåëî â òîì, ÷òî íåò àëãîðèòìà â îáùåì ñëó÷àå, êîòîðûé óñòàíàâëèâàë áû ñîîòíîøåíèå
ìåæäó ðàçìåðîì òåîðåìû è ðàçìåðîì å¼ äîêàçàòåëüñòâà � êîãäà äîêàçàòåëüñòâî åñòü. Â ïðî-
òèâíîì ñëó÷àå ó íàñ áûë áû íåãàòèâíûé òåñò íà äîêàçóåìîñòü, ÷òî, êàê èçâåñòíî èç ëîãèêè, íå
èìååò ìåñòà.

Äà è â ñàìîé òåîðèè àëãîðèòìîâ äàííîå ñîîòíîøåíèå p2(|x|) (â öèòàòå íèæå íàçâàííîå q(|x|))
ìåæäó ðàçìåðîì òåîðåìû (¾ñëîâà¿) è äîêàçàòåëüñòâîì (¾ñâèäåòåëåì¿) ïîòðåáîâàëîñü ëèøü äëÿ
îãðàíè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ðàññìàòðèâàåìûõ ¾ñâèäåòåëåé¿ äëÿ çàäàííîãî ¾ñëîâà¿:

¾Ïîëèíîìèàëüíîå îãðàíè÷åíèå q(|x|) íà äëèíó ñâèäåòåëåé îãðàíè÷èâàåò ïåðåáîð ïîòåíöè-
àëüíûõ ñâèäåòåëåé¿ - Ðàçäåë 16.4 ¾Êëàññ NP¿ â ó÷åáíîì ïîñîáèè äëÿ áàêàëàâðîâ ïî íàïðàâ-
ëåíèþ ¾Èíôîðìàòèêà è âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà¿ è ¾Èíôîðìàöèîííûå ñèñòåìû¿ Â.Í. Êðóï-
ñêèé, Â.Å. Ïëåñêî ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ¿. Òî åñòü, ïîëèíîìèàëüíîñòü
ñîîòíîøåíèÿ q(|x|) � âåñüìà óñëîâíà.

Ñ ó÷¼òîì ýòîãî áóäåì ïîäðàçóìåâàòü è òàêîé âàðèàíò ïóíêòà 1.4:
3.2 èëè 1.4+. Èç àðãóìåíòà x çà ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ îò ðàçìåðà |x| ìîæíî

âûäåëèòü (îïðåäåëåíèå!) ¾ïàðàìåòð ïðåäåëüíîãî ðàçìåðà äîêàçàòåëüñòâà¿ S � êîòîðûé çàäà¼ò
ìàêñèìàëüíûé ðàçìåð äëÿ |y|, ïðè ïðåâûøåíèè êîòîðîãî L(x, y) âåðíåò 0. Çàïèñûâàòü â òàêîì
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ñëó÷àå L(x, y) ìîæíî è â âèäå L(t, S, y) � ñðàçó ðàçáèâàÿ x íà ñîäåðæàòåëüíóþ ÷àñòü t è ïàðàìåòð
ïðåäåëüíîãî ðàçìåðà äîêàçàòåëüñòâà S. Ñ÷èòàåì |y| ≤ S(x), ãäå S(x) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ îò ðàçìåðîâ |x|, ëèáî S èìååòñÿ â ãîòîâîì âèäå � êîãäà àëãîðèòì ïðîâåðêè èìååò âèä
L(t, S, y).

Ïðè ýòîì ÷èñëî S ïðåäñòàâëåíî â ïîçèöèîííîì âèäå � êàê äåñÿòè÷íîå ÷èñëî, íàïðèìåð.
Ðàçóìååòñÿ, åñëè x ñîäåðæèò âíóòðè ñåáÿ åù¼ è S, òî x áóäåò óæå íå ïðîñòî ¾òåîðåìà¿, à
¾òåîðåìà + íàèáîëüøàÿ äëèíà äîêàçàòåëüñòâà¿. È âûäåëèòü ÷èñëî S èç àðãóìåíòà x òîãäà
ìîæíî áûñòðî è ïðîñòî.

Êîìïîçèöèÿ q0(x) = p1(|x|, S(x)) çàäà¼ò îãðàíè÷åíèå íà âðåìÿ ðàáîòû L(x, y) îòíîñèòåëüíî
x, è ýòî âðåìÿ êîíå÷íî è ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà |x| è ðàçìåðà |y|.

À îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð |y| âû÷èñëÿåòñÿ èç àðãóìåíòà x àëãîðèòìîì S(x), êîòîðûé ïîëè-
íîìèàëüíûé ïî âðåìåíè ñâîåé ðàáîòû îòíîñèòåëüíî ðàçìåðîâ |x|.

À åñëè àëãîðèòì ïðîâåðêè èìååò âèä L(t, S, y), òî q0(x) = p1(|t|, S). Ïîñëåäíèé âàðèàíò
áîëåå åñòåñòâåííûé äëÿ ïîèñêà äîêàçàòåëüñòâ, ïðåäåëüíûé ðàçìåð êîòîðûõ çàäàí àðãóìåíòîì
S � êîòîðûé ìîæåò áûòü ñàìûì ïðîèçâîëüíûì è çàïèñàííûì â äåñÿòè÷íîì, íàïðèìåð, âèäå.

3.3. Åñëè âìåñòî ïóíêòà 1.4 èñïîëüçóåòñÿ ïóíêò 3.2 (1.4+), òî äëÿ òàêèõ çàäà÷ îïðåäåëèì
êëàññ NP+. Î÷åâèäíî, ÷òî ïóíêò 1.4+ ïðåâðàùàåòñÿ â ï. 1.4 â ñëó÷àå, êîãäà S(x) = p2(|x|).

Êëàññ NP+ áîëåå óäîáíûé, ÷åì NP äëÿ èññëåäîâàíèÿ âîïðîñà î ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâ äëÿ
ëîãè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé. Êàê èçâåñòíî, íåò àëãîðèòìà, êîòîðûé â îáùåì ñëó÷àå ñâÿçûâàë áû
ðàçìåð óòâåðæäåíèÿ è ðàçìåð åãî äîêàçàòåëüñòâà, à íàñ èíòåðåñóåò âîçìîæíîñòü íàéòè äî-
êàçàòåëüñòâî � åñëè îíî åñòü � çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îòíîñèòåëüíî êàêèõ-òî çàäàâàåìûõ
íàìè ïðåäåëîâ íà ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà. Èëè æå çà ïîëèíîìèàëüíîå îò çàäàííîãî ðàçìåðà
äîêàçàòåëüñòâà âðåìÿ óçíàòü, ÷òî íóæíîãî äîêàçàòåëüñòâà â òàêèõ ïðåäåëàõ íåò.

4. èëè 2.1+ Äàííàÿ çàäà÷à áóäåò èç êëàññà P+, åñëè åñòü àëãîðèòìM(x), êîòîðûé â ïðåäåëàõ
ïîëèíîìèàëüíîãî îò |x| è S(x) âðåìåíè (ò.å. êîëè÷åñòâî øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà M(x) � â
ïðåäåëàõ p(|x|, S(x)) ãäå S(x) ðàáîòàåò ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà |x|) âîçâðàùàåò:

y, åñëè èìååòñÿ y, òàêîé ÷òî L(x, y) = 1 è â ò.÷. |y| ≤ S(x),
0, åñëè òàêîãî y íåò.
Ðàçóìååòñÿ, åñëè àëãîðèòì ïðîâåðêè èìååò âèä L(t, S, y), òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó àëãîðèòì

èç P+ áóäåò èìåòü âèä M(t, S).
È ïóíêò 4 (2.1+) ïðåâðàùàåòñÿ â ï.2.1, åñëè S(x) = p2(|x|). À çàäà÷à èç êëàññà P+ îêàçûâàåòñÿ

òîãäà çàäà÷åé èç êëàññà P.
5. (Íå)ïîëèíîìèàëüíîñòü âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà íèêàê íå çàâèñèò îò òîãî, ñêîëüêî âðå-

ìåíè äàííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò íà äàííîé åäèíè÷íîé çàäà÷å � åñëè âðåìÿ åãî ðàáîòû êîíå÷íî.
Äåéñòâèòåëüíî, ëþáàÿ åäèíè÷íàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ çà êîíå÷íîå âðåìÿ, ìîæåò ñ÷è-

òàòüñÿ ðåøåííîé çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Âåäü ïîëèíîìèàëüíîñòü âðåìåíè ðåøåíèÿ îòíîñèò-
ñÿ ëèøü ê ìàññîâîé çàäà÷å, è åñëè åäèíñòâåííàÿ çàäà÷à (èëè êîíå÷íîå èõ ÷èñëî) èç äàííîé
ìàññîâîé çàäà÷è ðåøàåòñÿ çà îãðîìíîå, íî êîíå÷íîå âðåìÿ, òî ê ïîëèíîìó ïðîñòî äîáàâëÿåòñÿ
êàêàÿ-òî êîíñòàíòà. Ïîýòîìó êîððåêòíûé àëãîðèòì-ðåøåíèåM(x) ìîæåò ðàáîòàòü ñêîëü óãîäíî
äîëãî íàä ðåøåíèåì åäèíè÷íîé çàäà÷è L(x, y) (ïðè çàäàííîì x). Íî åñëè îí âñ¼ æå îñòàíîâèò-
ñÿ ñ êîððåêòíûì ðåçóëüòàòîì � òî åãî äîëãàÿ ðàáîòà íèêàê íå óìåíüøèò âîçìîæíîñòè íàéòè
ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ìàññîâîé çàäà÷è äàííîãî L(x, y) (ïðè ïðîèçâîëüíîì àðãóìåíòå
x).
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2 Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà è òåîðèÿ àëãîðèòìîâ

Ãèëüáåðò ôîðìàëèçîâàë ïðîöåññ äîêàçàòåëüñòâà, ñäåëàâ åãî ïðîâåðêó äîñòóïíûì äàæå àë-
ãîðèòìàì. Äîêàçàòåëüñòâî òåïåðü íå òîëüêî ïðèâîäèëî ê âûâîäàì î íåêîòîðûõ ôîðìàëüíûõ
îáúåêòàõ, íî è ñàìî ñòàëî îäíèì èç òàêèõ ôîðìàëüíûõ îáúåêòîâ, äîñòóïíûõ ëîãè÷åñêîìó àíà-
ëèçó.

Öåëüþ òàêîé ôîðìàëèçàöèè áûëî ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ôîðìàëüíîé ìàòåìàòèêè ê íåé ñàìîé
ñ öåëüþ äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè.

È êîãäà Ã¼äåëü ðåàëèçîâàë ëîãè÷åñêèé àíàëèç òàêèõ îáúåêòîâ ëîãèêè, òî âûÿñíèëàñü íåâîç-
ìîæíîñòü ïðè ïîìîùè äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè ïîëó÷èòü äàííûå î íåêîòîðûõ âàæíûõ ëîãè÷åñêèõ
ôîðìóëàõ ïðî ýòó æå òåîðèþ. Ïðîñòî ñëîæíîñòü ïîäîáíîé ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû î òåîðèè íå
óñòóïàëà ñëîæíîñòè ñàìîé òåîðèè è ïîýòîìó ôîðìóëà íå ìîãëà áûòü ¾ïðîñ÷èòàíà¿ íèêàêèì
äîêàçàòåëüñòâîì òåîðèè. Òàêèì îáðàçîì, áûëè îòêðûòû çíàìåíèòûå òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîë-
íîòå. Â ÷àñòíîñòè, íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òåîðèè íå ìîæåò áûòü äîêàçàíà â ñàìîé òåîðèè, åñëè
òåîðèÿ íåïðîòèâîðå÷èâà.

Èòàê, â îáëàñòè ëîãè÷åñêîé ïîëíîòû è äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìû ïîëó÷èëè
îòâåòû � ïóñòü è îòðèöàòåëüíûå. Òåïåðü íå ðåø¼ííûì è ïðèíöèïèàëüíûì ñòàë âîïðîñ î ïîèñêå
òåõ äîêàçàòåëüñòâ, êîòîðûå åñòü. È âîïðîñ ýòî òàêîé:

Âîïðîñ î ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâ

Íàéä¼òñÿ ëè óíèâåðñàëüíûé àëãîðèòì-ðåøåíèå, êîòîðûé ñóìååò íàõîäèòü â ïðåäîñòàâëåííîé
åìó òåîðèè (ïðîèçâîëüíîé) îòâåò íà âîïðîñ, åñëè ýòîò îòâåò â òåîðèè åñòü? Íàéòè, íàïðèìåð,
äîêàçàòåëüñòâî èíòåðåñóþùåé òåîðåìû, åñëè ýòà òåîðåìà èìååò äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè è ýòî
äîêàçàòåëüñòâî èìååò êàêèå-òî ðàçóìíûå ðàçìåðû? À åñëè ïîäõîäÿùåãî äîêàçàòåëüñòâà íåò, òî
÷òîá àëãîðèòì ñîîáùèë è îá ýòîì. È ÷òîáû âûäàâàë ñâîè ðåçóëüòàòû â ðàçóìíûå ñðîêè.

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå áûëè ñôîðìóëèðîâàëè çàäà÷è, ïðèãîäíûå äëÿ ïðîâåðêè äîêàçà-
òåëüñòâ � çàäà÷è èç êëàññà NP+. À âîïðîñ î âîçìîæíîñòè áûñòðî èõ ðåøàòü (íàõîäèòü äî-
êàçàòåëüñòâà) � ýòî âîïðîñ î èõ ñâîäèìîñòè ê çàäà÷àì èç êëàññà P+.

Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàì íàäî ôîðìàëèçîâàòü ëîãè÷åñêèå óòâåðæäåíèÿ, äîêàçà-
òåëüñòâà, àëãîðèòìû è èõ ðàáîòó äî òàêîé ñòåïåíè, ÷òîáû ïîëó÷åííûå ôîðìàëüíûå îáúåêòû
ñàìè ìîãëè îáðàáàòûâàòüñÿ àëãîðèòìàìè.

Êàçàëîñü áû, íåîáõîäèìàÿ ôîðìàëèçàöèÿ ïðîâåäåíà ìàòåìàòèêàìè åù¼ â ýïîõó Ãèëüáåð-
òà, íî íåò � äëÿ íàøèõ öåëåé îíà ñëèøêîì ¾ãðóáàÿ¿. Òà ôîðìàëèçàöèÿ áûëà ðàññ÷èòàíà íà
ïðèìåíåíèå ê òåîðèÿì, áåç âñÿêèõ îãðàíè÷åíèé ïî ðàçìåðó äîêàçàòåëüñòâ òåîðèè è òåì áîëåå
ïî ¾âðåìåíè ðàáîòû¿. Ïîñëåäíåå (¾âðåìÿ ðàáîòû¿) ê äîêàçàòåëüñòâó âîîáùå íå ïðèìåíèìî, íî
çàòî ÿâëÿåòñÿ âàæíîé õàðàêòåðèñòèêîé äëÿ ðàáîòû àëãîðèòìà (êîëè÷åñòâî øàãîâ åãî ðàáîòû,
åñëè îí îñòàíàâëèâàåòñÿ).

1.1. Äëÿ íàøèõ íûíåøíèõ öåëåé âðåìÿ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêè âàæíûì ïàðàìåòðîì
è ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå àëãîðèòìà äîëæíû áûòü ¾áûñòðûì¿ è ¾êðàòêèì¿, åñëè ñàì ôîð-
ìàëèçóåìûé àëãîðèòì ¾áûñòðûé¿ è ¾êðàòêèé¿. Èíà÷å âðåìÿ ðàáîòû ñ ôîðìàëüíûì ïðåäñòàâ-
ëåíèåì àëãîðèòìà áóäåò ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àòüñÿ îò âðåìåíè ðàáîòû ñàìîãî àëãîðèòìà è åãî
ðàçìåðà.

1.2. Ìåæäó êîððåêòíûìè òåîðèÿìè è àëãîðèòìàìè, îò êîòîðûõ ìû æä¼ì îòâåòà, åñòü âàæíîå
îòëè÷èå â òîì, ÷òî äëÿ íèõ îçíà÷àåò ¾îòñóòñòâèå ðåçóëüòàòà¿. Â òåîðèè, íàïðèìåð, êîãäà íåò
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äîêàçàòåëüñòâà äëÿ èíòåðåñóþùåãî íàñ óòâåðæäåíèÿ, òî ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ¾òåîðèÿ íå çíàåò¿.
À êîððåêòíûé àëãîðèòì-ðåøåíèå äîëæåí âûäàòü îòâåò, ÷òî íóæíîãî äîêàçàòåëüñòâà íåò � ÷òî
îí åãî íå íàø¼ë. Òî åñòü � êîððåêòíûé àëãîðèòì-ðåøåíèå äîëæåí îñòàíîâèòüñÿ ñ íåãàòèâíûì
ðåçóëüòàòîì êàê ìèíèìóì. Ýòî � ïðèíöèïèàëüíîå îòëè÷èå, êîòîðîå ïîçâîëÿåò êîððåêòíîìó
àëãîðèòìó ¾ïîíÿòü¿ ñâîþ íåñïîñîáíîñòü ê ÷åìó-ëèáî, êàê ìû óâèäèì äàëåå.

1.3. Íå âäàâàÿñü â äåòàëè, íàïîìíþ, ÷òî Ã¼äåëü ïðåäñòàâëÿë çàïèñü ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë è
äîêàçàòåëüñòâ êàê ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë â ðàçíûõ ñòåïåíÿõ. Òî åñòü, åñëè â ìàòåìàòè-
÷åñêîé ôîðìóëå/äîêàçàòåëüñòâå íåêèé ìàòåìàòè÷åñêèé ñèìâîë ñòîèò íà íåêîòîðîì ìåñòå, òî
ýòîò ñèìâîë è ýòî ìåñòî çàäàþò ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîñòîå ÷èñëî è åãî ñòåïåíü. È èç òàêèõ
ñîìíîæèòåëåé ïîëó÷àëîñü ÷èñëî, êîòîðîå ñîîòâåòñòâîâàëî äàííîé ôîðìóëå/äîêàçàòåëüñòâó.

Òàê âîò, òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ôîðìóë/äîêàçàòåëüñòâ íå ãîäèòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ âîïðîñîâ î
ïîëèíîìèàëüíîñòè âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìîâ â ñèëó òîãî, ÷òî ðàçëîæåíèå ÷èñëà íà ïðîñòûå
ñîìíîæèòåëè îòíîñèòñÿ ê çàäà÷àì ñ íå ðåøåííîé ñëîæíîñòüþ è, âèäèìî, ÿâëÿåòñÿ íåïîëèíî-
ìèàëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé. Íà òðóäíîñòè ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ñòðîÿòñÿ
íåêîòîðûå ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ ñ îòêðûòûì êëþ÷îì. Âû÷èñëèòü ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë
ëåãêî, à âîò óçíàòü ïî çàäàííîìó ÷èñëó èç êàêèõ ïðîñòûõ ÷èñåë îíî ñîñòîèò � íåïîëèíîìèàëü-
íî òðóäíî (âèäèìî). È âîïðîñ î (íå)ðàâåíñòâå êëàññîâ P è NP � âñåãî ëèøü ïîïûòêà ïåðâîãî
ïðèáëèæåíèÿ ê äîêàçàòåëüñòâó/îïðîâåðæåíèþ ñòîéêîñòè òàêèõ ìåòîäîâ øèôðîâàíèÿ.

1.4. Êðîìå òîãî, â ýïîõó Ãèëüáåðòà ìàòåìàòèêè ðàçáèðàëè ¾ñòàíäàðòíóþ èíòåðïðåòàöèþ¿
ìàòåìàòè÷åñêèõ òåîðèé î íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ. À ýòà èíòåðïðåòàöèÿ � î ¾ñ÷¼òíûõ ïàëî÷êàõ¿.
Åñëè ìàòåìàòèê ãîâîðèë òîãäà î 10, òî ýòî îçíà÷àëî 10 êàêèõ-òî åäèíèö. Òîãäà ÷èñëî 11234
áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü íå ñòðîêå èç 5 öèôð, à áîëåå ÷åì 11000 åäèíèöàì è òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ
� çàâåäîìî íåïîëèíîìèàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî ïðèâû÷íîãî äëÿ íàñ äåñÿòè÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ
÷èñåë. È äàæå àðãóìåíòû äëÿ àëãîðèòìîâ íà ëåíòå ìàøèíû Òüþðèíãà ïîíèìàëèñü â òàêîé æå
¾ñòàíäàðòíîé èíòåðïðåòàöèè¿ êàê áëîêè åäèíèö. Áóäåì íàçûâàòü ìîäåëü ñòàíäàðòíîé èíòåð-
ïðåòàöèè ¾èíòåðïðåòàöèÿ S¿.

Ðàçóìååòñÿ, êîãäà ìû ðåøàåì âîïðîñ î ïîëèíîìèàëüíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìîâ, òî ìû íå
ìîæåì ñ÷èòàòü çàïèñü àðãóìåíòà àëãîðèòìà â âèäå áëîêà åäèíèö ïðèåìëåìîé. Òîãäà 11234 áó-
äåò çàïèñàíî áëîêîì åäèíèö äëèííîé áîëåå 11000 øòóê, à îáû÷íûå êîìïüþòåðíûå àëãîðèòìû
çàïèøóò òîò æå àðãóìåíò â ïàðå áàéò. È êàê ìû â èíòåðïðåòàöèè S ñìîæåì òîãäà ïîëó÷àòü ïðà-
âèëüíûå âûâîäû î ïîëèíîìèàëüíûõ êîìïüþòåðíûõ àëãîðèòìàõ, åñëè â íàøåé èíòåðïðåòàöèè
îíè èçíà÷àëüíî íåïîëèíîìèàëüíû? Íèêàê. Ïîýòîìó íàì íàäî ïîëüçîâàòüñÿ ìîäåëüþ èíòåðïðå-
òàöèè C:

2.1. Ãîâîðÿ ¾÷èñëî¿ ìû îáû÷íî ïîäðàçóìåâàåì äåñÿòè÷íóþ çàïèñü ÷èñëà, à äëÿ êîìïüþòåðà
�28-ðè÷íóþ èëè 216-ðè÷íóþ. È ñî âñåìè íàøèìè ïðàâèëàìè ¾ñëîæåíèÿ ñòîëáèêîì¿, ¾óìíî-
æåíèÿ ñòîëáèêîì¿ è ò.ï. âñå ýòè îáúåêòû ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóþò àêñèîìàì ìàòåìàòèêè î
÷èñëàõ. Íàçîâ¼ì ¾îáû÷íóþ¿ ìîäåëü èíòåðïðåòàöèè ¾èíòåðïðåòàöèÿ C¿ (êîìïüþòåðíàÿ èíòåð-
ïðåòàöèÿ), à ñòàíäàðòíóþ ìîäåëü èíòåðïðåòàöèè � ¾èíòåðïðåòàöèÿ S¿.

Ðàçóìååòñÿ, ìåæäó ýòèìè ìîäåëÿìè èíòåðïðåòàöèè åñòü ñâÿçü. Êîãäà ÿ â áóõãàëòåðñêîé ïðî-
ãðàììå ñ÷èòàþ ïðèõîäû è ðàñõîäû åäèíèö òîâàðà íà ñêëàäå ïî äîêóìåíòàì, òî ÿ (è êîìïüþòåð)
èñïîëüçóþ ìîäåëü èíòåðïðåòàöèè C. Íî êîãäà ÿ èäó íà ñêëàä è ïðîâîæó òàì èíâåíòàðèçàöèþ,
òî ñ÷èòàþ ÿ � êàæäóþ åäèíèöó. È âîò â ïðîöåññå ïîäñ÷¼òà åäèíèö òîâàðà ÿ îïèðàþñü íà èíòåð-
ïðåòàöèþ S, õîòÿ çàïèñè â ¾÷èñòîâèê¿ èíâåíòàðèçàöèîííîé âåäîìîñòè ÿ âíîøó â èíòåðïðåòàöèè
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C.
È ïðåäñòàâëÿòü ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû è ïðîãðàììíûå òåêñòû äëÿ àëãîðèòìîâ ìû áóäåì â

ðàìêàõ èíòåðïðåòàöèè C. Òî åñòü òàê, êàê ýòî äåëàþò êîìïüþòåðû � ãäå äëÿ ðàçíûõ ñèìâîëîâ
(öèôð, áóêâ, çíàêîâ ïðåïèíàíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêèõ ñèìâîëîâ è äð.) åñòü ñâîè ÷èñëà, çàïèñàííûå
ëèáî áàéòîì (êîäèðîâêà ASCII) èëè ïàðîé áàéò (êîäèðîâêà UTF-8) èëè àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
À èç ýòèõ ñèìâîëîâ ñîñòàâëÿþòñÿ ÷èñëà è òåêñòû � ïóòåì çàïèñè ñèìâîëîâ â îïðåäåëåííîì
ïîðÿäêå â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ¾äðóã çà äðóãîì¿.

Ðàçóìååòñÿ, âñå òåîðåìû, äîêàçàííûå â ýïîõó Ãèëüáåðòà, îñòàþòñÿ â ñèëå è äëÿ èíòåðïðå-
òàöèè C, ïîòîìó ÷òî îíà ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò òåì àêñèîìàì Ïåàíî (íàïðèìåð), êîòîðûå
ïðèìåíÿëèñü äëÿ èíòåðïðåòàöèè S.

Âñïîìèíàåòñÿ èçâåñòíàÿ øóòêà ìàòåìàòèêîâ òîãî âðåìåíè, ÷òî â ãåîìåòðèè âìåñòî ïîíÿòèÿ
¾ïðÿìûå¿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü è ïèâíûå êðóæêè. Ãëàâíîå � ÷òîá îíè ñîîòâåòñòâîâàëè àêñèîìàì
ãåîìåòðèè.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êàê ôîðìóëû è ÷èñëà çàïèñàíû â äàííîé ðàáîòå � òàê æå
îíè ïðåäñòàâëåíû è â íàøåé èíòåðïðåòàöèè � ãäå êàæäûé ñèìâîë ôîðìóëû/ïðîãðàììû/äîêàçàòåëüñòâà
ïðåäñòàâëåí ñîîòâåòñòâóþùèì êîäîì íà ñîîòâåòñòâóþùåì ìåñòå ñòðîêè. È ýòèìè ñòðîêàìè áó-
äóò îïåðèðîâàòü íàøè ëîãè÷åñêèå ôîðìóëû è àëãîðèòìû.

Çàìå÷ó, ÷òî ÿ íå ¾îòêðûâàþ Àìåðèêó¿ è àíàëîã ¾ñòðîêîâîãî ïðåäñòàâëåíèÿ¿ äëÿ ôîð-
ìóë/ïðîãðàìì/äîêàçàòåëüñòâ âìåñòî íóìåðàöèè Ã¼äåëÿ èìååòñÿ è â êíèãå ¾Âû÷èñëèìîñòü è
ëîãèêà¿ Äæ. Áóëîñà è Ð. Äæåôôðè. Ñ ìîìåíòà íàïèñàíèÿ òîé êíèãè ïðîèçîøåë îãðîìíûé ñêà-
÷îê â êîìïüþòåðíûõ òåõíîëîãèÿõ, âî ìíîãèõ ÿçûêàõ ïðîãðàììèðîâàíèÿ îïåðèðóþò êàê òåêñòà-
ìè ïðîãðàìì � ãåíåðèðóÿ èõ, òàê è ëîãè÷åñêèìè òåêñòàìè � è âîâñå íå â ôîðìàòå ¾ã¼äåëåâûõ
íîìåðîâ¿.

Òåì íå ìåíåå, â ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå âîçíèê íå ïðîñòî çàñòîé, íî ñóùåñòâåííûé îòêàò îò
äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ � à â òåîðèè àëãîðèòìîâ äàæå íå ñôîðìèðîâàëèñü ïîëèíîìèàëü-
íûå � â ñìûñëå ðàñïîçíàâàíèÿ � ñòàíäàðòû â ïðåäñòàâëåíèè ëîãè÷åñêèõ ôîðìóë è àëãîðèòìîâ.
Ó ìåíÿ åñòü ìíåíèå, ïî÷åìó ñëîæèëàñü ïîäîáíàÿ ñèòóàöèÿ, è ÿ åãî âûñêàæó (ñì. êîíåö ïîä-
ðàçäåëà 8.3 ¾Ðåôëåêñèÿ¿ ðàçäåëà 8 ¾Ïðèëîæåíèÿ¿) êîãäà äîáåð¼ìñÿ äî òåõ âàæíûõ àñïåêòîâ
ðåàëüíîãî ìèðà, êîòîðûå íå áûëè ôîðìàëèçîâàíû â ìàòåìàòèêå.

2.2. È åù¼ îäíî ñóùåñòâåííîå óñëîæíåíèå â ðàçáèðàåìûõ òóò âîïðîñàõ: ìû ðàçëè÷àåì àë-
ãîðèòìû ìåæäó ñîáîé ïî èõ âíóòðåííåìó óñòðîéñòâó (èñêëþ÷àÿ íåçíà÷èìûå ñèìâîëû â ïðî-
ãðàììíîì êîäå � ïðîáåëû, êîììåíòàðèè è ò.ï.). Äàæå åñëè àëãîðèòìû âûäàþò îäíè è òå æå
ðåçóëüòàòû çà îäèíàêîâîå âðåìÿ, íî ¾ïðîãðàììíûé êîä¿ ó íèõ ðàçíûé � òî ýòî ðàçíûå àëãî-
ðèòìû è ðàçíûìè áóäóò ñîîòâåòñòâóþùèå èì çàäà÷è.

2.3. Ìàøèíà Òüþðèíãà � òàêæå íå ÿâëÿåòñÿ àäåêâàòíûì îòðàæåíèåì ìåòîäîâ âû÷èñëåíèÿ,
ïðîèçâîäèìûõ â ðåàëüíîì ìèðå. Ìàøèíà Òüþðèíãà ïðèäóìûâàëàñü äëÿ àíàëèçà ëîãè÷åñêèõ
ïðîáëåì, à ìû ðàçáèðàåì âîïðîñû òåîðèè àëãîðèòìîâ � ãäå âîïðîñû âðåìåíè è ðàçìåðîâ ÿâëÿ-
þòñÿ ïðèíöèïèàëüíûìè � â îòëè÷èå îò ëîãèêè.

Â ÷àñòíîñòè, àðãóìåíòû â ðåàëüíîì ìèðå ÷àñòî ïåðåäàþòñÿ ¾ïî ññûëêå¿ - òî åñòü íå âñ¼
çíà÷åíèå àðãóìåíòà ïåðåäà¼òñÿ áàéò çà áàéòîì � ïåðåäà¼òñÿ òîëüêî àäðåñ, íà÷èíàÿ ñ êîòîðîãî
ðàñïîëàãàþòñÿ äàííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå äàííîìó àðãóìåíòó.

Ýòî çíà÷èò, ÷òî àðãóìåíòû â îïòèìàëüíî ïîñòðîåííîì àëãîðèòìå ðàñïîëîæåíû ¾íà ñîñåä-
íèõ ëåíòàõ¿ ðÿäîì. È äëÿ äîñòóïà ê îäíîìó àðãóìåíòó íåò íóæäû ¾ïðîåõàòü íà òåëåæêå¿ âñþ
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äëèíó äðóãîãî àðãóìåíòà. À äðóãîé àðãóìåíò ìîæåò áûòü íåïîëèíîìèàëüíî âåëèê â ñðàâíå-
íèè ñ íóæíûì íàì àðãóìåíòîì. Íàïðèìåð � ñëèøêîì áîëüøîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ìàëîçíà-
÷èìîé òåîðåìû, êîòîðîå äîëæíî áûòü îòâåðãíóòî â ñèëó åãî ðàçìåðà (åñòü, íàïðèìåð, ìåíåå
ãðîìîçäêèå àëüòåðíàòèâíûå ðåøåíèÿ). È ýòî î÷åíü âàæíûé ìîìåíò � âîçìîæíîñòü èçáåãàòü
ïåðåáîðà/ïåðåäà÷è íåíóæíûõ äàííûõ ïðè äîñòóïå ê íóæíûì äàííûì. È ýòîé âîçìîæíîñòüþ
ìû åù¼ âîñïîëüçóåìñÿ, òàê êàê îíà èìååòñÿ â ðåàëüíîì ìèðå � ïóñòü å¼ è íåò â ìîäåëè ¾ìàøèíà
Òüþðèíãà¿.

Ýòî çàìå÷àíèå äåëàåòñÿ ê òîìó, ÷òî ïðèâÿçàííîñòü ê ñîçäàííûì ÷åëîâåêîì ôîðìàëèçìàì
ìîæåò ïðåâðàùàòü ìûøëåíèå â áåññìûñëåííîå çàíÿòèå, êîãäà ýòè ôîðìàëèçìû ïåðåñòàþò îò-
âå÷àòü ðåàëüíîñòè. Êàêîé ñìûñë ðàññóæäàòü î ìåäëåííûõ àëãîðèòìàõ, åñëè îíè ìåäëåííûå
òîëüêî â íåàäåêâàòíîì ôîðìàëèçìå? È åñëè ìû âèäèì, êàê îáñòîÿò äåëà â ðåàëüíîì ìèðå, òî è
ôîðìàëèçì ñâîé ìû äîëæíû ïðèâîäèòü â ñîîòâåòñòâèå ñ íèì. Íàçîâó óñëîâíî ýòîò äîâîä - ¾äî-
âîä áîæüåãî òâîðåíèÿ¿ èëè ¾äîâîä ðåàëüíîñòè¿ - êîìó êàê íðàâèòñÿ. Ìû åãî ÷àñòî èñïîëüçóåì
� ïóñòü è íåÿâíî. À ïðåíåáðåæåíèå èì â èòîãå çàâîäèò â òóïèê áåññìûñëåííîñòè.

3 Ñëîæíîñòü âîïðîñà î NP 6= P
Ðàçáåðåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó, êîòîðóþ ìîæíî âçÿòü çà îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ çàäà÷è èç

êëàññà NP:
1. Ó íàñ åñòü òåîðèÿ Th ïåðâîãî ïîðÿäêà (îäèí èç âàðèàíòîâ � òåîðèÿ Ïåàíî, íàïðèìåð) ñî

ñïèñêîì àêñèîì
2. Ó íàñ åñòü íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå x, èñòèííîñòü êîòîðîãî â ðàìêàõ äàííîé òåîðèè íàäî

ïðîâåðèòü
3. Ó íàñ åñòü òåêñò äîêàçàòåëüñòâà y
Íàøà çàäà÷à � ïðîâåðèòü ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà L(x, y) ÿâëÿåòñÿ ëè äîêàçàòåëüñòâî y äî-

êàçàòåëüñòâîì äëÿ óòâåðæäåíèÿ x â ðàìêàõ òåîðèè Th. Òî åñòü, àëãîðèòì L(x, y) ó íàñ ðàçíûé
äëÿ ðàçíûõ Th, íó èëè îí ïðîñòî çàâèñèò îò åù¼ îäíîãî àðãóìåíòà � ñïèñêà àêñèîì Th. Îäíà-
êî ïðî çàâèñèìîñòü L(x, y) îò Th áóäåì ïîìíèòü, íî íå áóäåì ïîêà çàãðîìîæäàòü îáîçíà÷åíèå
ëèøíèìè äëÿ íàøèõ ðàññóæäåíèé çíà÷êàìè.

Áëàãîäàðÿ Ãèëüáåðòó è åãî ñîâðåìåííèêàì ìû çíàåì, ÷òî òàêèå àëãîðèòìû ìîæíî ïîñòðî-
èòü è îíè äîâîëüíî ïðîñòûå. Íà áàçå äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî ïîñòðîèòü è çàäà÷ó èç êëàññà
NP � ïðîâåðÿÿ ïðåäâàðèòåëüíî ðàçìåð |y| íà ñîîòâåòñòâèå íåêîòîðûì ïîëèíîìèàëüíûì îãðà-
íè÷åíèÿì p2(|x|), íî ýòî íè÷åãî íå ìåíÿåò â ñëåäóþùèõ ðàññóæäåíèÿõ, ïîòîìó ÷òî â ëîãèêå
âñåãäà ìîæíî íàéòè óòâåðæäåíèå ëþáîãî ðàçìåðà, ýêâèâàëåíòíîå çàäàííîìó. Âåäü ýêâèâàëåíò-
íîå òåîðåìå óòâåðæäåíèå ëþáîãî ðàçìåðà âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òðèâèàëüíûì äîáàâëåíèåì
êîíúþíêòèâíûõ ÷ëåíîâ (1 = 1), íàïðèìåð.

Ðàçáèðàÿñü ñ çàäà÷åé èç NP íà áàçå ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, ìû ñòîëêíåìñÿ ñ âîïðîñîì î
íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. È íå ðåøèâ âîïðîñ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè � íå ñìîæåì äîêàçàòü, ÷òî íàøà
çàäà÷à èç NP íå ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å èç êëàññà P. À äåëî âîò â ÷¼ì:

Åñëè òåîðèÿ ïðîòèâîðå÷èâà, òî íà÷èíàÿ ñ äîêàçàòåëüñòâà î ïðîòèâîðå÷èè, ìû ìîìåíòàëüíî
äîêàçûâàåì âñ¼ ÷òî óãîäíî èç òàâòîëîãèè:
¬A∨A∨X, ãäå X ïðîèçâîëüíî, à ïåðåïèñàòü äàííóþ òàâòîëîãèþ ìîæíî â âèäå: A⇒ (¬A⇒

X)
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Òîãäà, åñëè ó íàñ åñòü ïðîòèâîðå÷èå � äîêàçàíû ¬A è A, òî ïðè ïîìîùè ïðàâèëà âûâîäàMP
ìû ìîæåì îòáðîñèòü ïåðâóþ ïîñûëêó èç A ⇒ (¬A ⇒ X) ò.ê. ¾èñòèííî¿ A, à çàòåì è âòîðóþ
èç ¬A⇒ X, ò.ê. èñòèííî ¬A. È äîêàæåì ëþáîé X.

Ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè âîïðîñ î ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâà ðåøàåòñÿ çà
ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò ðàçìåðà òåîðåìû: äîñòàòî÷íî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ïðîòèâîðå÷èÿ
(õîòü ïåðåáîðîì), à çàòåì âðåìÿ ñîñòàâëåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ äîêàçàòåëüñòâ áóäåò çàâèñåòü îò
ðàçìåðà äîêàçûâàåìîãî (ëþáîãî!) óòâåðæäåíèÿ X � ëèíåéíî.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî óðîâåíü ñëîæíîñòè âîïðîñà î íåâîçìîæíîñòè ñâåñòè ðàçáèðàåìóþ çàäà÷ó
íà îñíîâå òåîðèè Ïåàíî èç êëàññà NP ê çàäà÷å èç êëàññà P íå óñòóïàåò óðîâíþ ñëîæíîñòè
äîêàçàòåëüñòâà íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè Ïåàíî. Äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè
Ïåàíî èìååòñÿ � è íå îäíî, íî èõ ñëîæíîñòü ïðåâîñõîäèò òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå, íàïðèìåð.
Íó, èëè äîêàçàòåëüñòâî, ÷òî äàííàÿ çàäà÷à íà áàçå òåîðèè Ïåàíî èç NP íå ñâîäèòüñÿ ê çàäà÷å èç
P äîëæíî ÿâíî îïèðàòüñÿ íà ôàêò íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè Ïåàíî, íàïðèìåð. Òîãäà ñëîæíàÿ
÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà � îáîñíîâàíèå íåïðîòèâîðå÷èâîñòè � áóäåò ¾èìïîðòèðîâàíà¿ èç äðóãîãî
äîêàçàòåëüñòâà êàê ãîòîâîå çíàíèå.

Ïîýòîìó ðàçáèðàåìàÿ íàìè çàäà÷à íà áàçå òåîðèè Ïåàíî (èëè å¼ ðàñøèðåíèÿ) ìîæåò îêà-
çàòüñÿ ñëîæíåå, ÷åì âîïðîñ î íåðàâåíñòâå NP 6= P: Âîçìîæíî, íàéä¼òñÿ òàêàÿ çàäà÷à â êëàññå
NP, ïðî êîòîðóþ óäàñòñÿ äîêàçàòü, ÷òî å¼ íåëüçÿ ñâåñòè ê çàäà÷å èç êëàññà P, íî ïðè ýòîì
ñëîæíîñòü çàäà÷è áóäåò íå íàñòîëüêî áîëüøîé, ÷òîáû âñòàâàë âîïðîñ î äîêàçàòåëüñòâå íåïðî-
òèâîðå÷èâîñòè.

Îäíàêî, ïî òåîðåìå Êóêà ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ÊÍÔ (êîíúþíê-
òèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìå) èç ëîãèêè âûñêàçûâàíèé. À â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé íåò íèêàêèõ
ïðîáëåì ñ íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ. Ïîýòîìó âîçíèêàåò ñîìíåíèå â ïðàâèëüíîñòè òåîðåìû Êóêà �
â îòíîøåíèè õîòÿ áû çàäà÷ èç NP íà áàçå òåîðèè Ïåàíî. È ýòî ñîìíåíèå � êàê áóäåò ïîêàçàíî
â ðàçäåëå 6 ¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP¿ � îïðàâäàíî.

Ïîêà æå îòìåòèì, ÷òî åñëè òåîðåìà Êóêà îøèáî÷íà, òî ïðè å¼ èñïîëüçîâàíèè ìîãóò íåÿâíî
âîçíèêàòü ïðîòèâîðå÷èÿ, à ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èâî ïîñòðîåííîé çàäà÷å, à ïðî-
òèâîðå÷èâàÿ çàäà÷à, â ñëó÷àå, åñëè îíà ñòðîèòñÿ íà áàçå ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, îêàçûâàåòñÿ
èç êëàññà P. Íî ýòî áóäåò � åñëè ðå÷ü î ¾NP-ïîëíîé¿ çàäà÷å èç òåîðåìû Êóêà � èíôîðìàöèÿ î
êëàññå NP â öåëîì. È â ñèëó ýòîãî èñïîëüçîâàíèå òåîðåìû Êóêà ïîòåíöèàëüíî ìîæåò ñîçäàâàòü
¾äîêàçàòåëüñòâà¿ äëÿ ðàâåíñòâà NP = P.

4 Ïðåäâàðèòåëüíîå çàìå÷àíèå î ïðîãðàììå Ãèëüáåðòà äëÿ òåîðèè àë-

ãîðèòìîâ

Òî, ÷òî àëãîðèòì-ðåøåíèå M(x) (ñì. ðàçäåë 1 ¾Çàäà÷è èç êëàññîâ NP è P, NP+ è P+¿) èùåò
¾äîêàçàòåëüñòâî¿ y äëÿ ¾òåîðåìû¿ x íà îñíîâå ïîëó÷åííîé èíôîðìàöèè îá x è î ìàññîâîé
çàäà÷å L(x, y) � òîæå âåäü äîëæíî áûòü ôîðìàëèçîâàíî ïðè ðåàëèçàöèè ïðîãðàììû Ãèëüáåðòà
è ðàññìîòðåíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãèêè � òî åñòü, â íåêîòîðîé òåîðèè.

Íà ñàìîì äåëå, àëãîðèòì-ðåøåíèå äîëæåí ïîëó÷àòü òåêñò ïðîãðàììû àëãîðèòìà ïðîâåðêè
è áûòü âèäà:

M(L(x, y), x)
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Ãäå L(x, y) îáîçíà÷àåò òåêñò ïðîãðàììû àëãîðèòìà ïðîâåðêè (íà êàêîì-òî ÿçûêå ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ), à íå ñàì àëãîðèòì. Èìåííî òàêîå îáîçíà÷åíèå äëÿ òåêñòà ïðîãðàìì ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü è â äàëüíåéøåì.

Íî íåìíîãî îòëîæèì óòî÷íåíèå, ÷òî èìååòñÿ àðãóìåíò, ñîäåðæàùèé òåêñò ïðîãðàììû àë-
ãîðèòìà ïðîâåðêè. Áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî àëãîðèòì ïðîâåðêè çàôèêñèðîâàí è íå ìåíÿåòñÿ,
ïîýòîìó íå ïðåäñòàâëåí êàê àðãóìåíò ó M(x).

Â êà÷åñòâå àíàëîãà âîçüì¼ì ýïîõó ëîãè÷åñêèõ îòêðûòèé, êîãäà ñòîÿë âîïðîñ î ïîëíîòå òåî-
ðèè Ïåàíî è î âîçìîæíîñòè íàéòè â íåé äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ëþáîãî óòâåðæäåíèÿ èëè åãî
îòðèöàíèÿ ïðî íàòóðàëüíûå ÷èñëà. È òîãäà ñàìî äîêàçàòåëüñòâî ñòàëî îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ
� è óæå òåîðåìû î äîêàçàòåëüñòâàõ âûÿâèëè íåïîëíîòó òåîðèé.

Òåïåðü æå ìû ðàññìàòðèâàåì âîçìîæíîñòü íàõîäèòü ïîëèíîìèàëüíî áûñòðûå (îòíîñèòåëüíî
ðàçìåðà ñâîèõ àðãóìåíòîâ) àëãîðèòìû-ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ L(x, y) èç êëàññà NP. À èñêîìûé íàìè
àëãîðèòì M(x) çà êîíå÷íîå âðåìÿ îïðåäåëÿåò, èìååòñÿ ëè òàêîå y, ÷òî L(x, y) = 1.

Ìåòîä Ãèëüáåðòà ñîñòîÿë â ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî ôîðìàëèçìà òåîðèè ê òåîðèè. Ìå-
òîä äàííîãî èññëåäîâàíèÿ ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè àëãîðèòìà-ïðîâåðêè ê àëãîðèòìó-ðåøåíèþ. À
àëãîðèòì ïðîâåðêè ïîñòðîåí íà áàçå òåîðèè, ñïîñîáíîé ïðåäñòàâëÿòü óòâåðæäåíèÿ ïðî àëãîðèò-
ìû - âêëþ÷àÿ çàäàííûé àëãîðèòì-ðåøåíèå. Ïðèòîì ¾ñïåöèàëüíûé âîïðîñ¿ (è ñîîòâåòñòâóþùàÿ
çàäà÷à) ¾ñîïðîòèâëÿåòñÿ¿ çàäàííîìó àëãîðèòìó-ðåøåíèþ â åãî ïîèñêå îòâåòà. Ýòîò ïðè¼ì ¾èçó-
÷àåìûé îáúåêò ïîñòóïàåò âîïðåêè ïðîãíîçàì íàáëþäàòåëÿ¿ óäà÷íî èñïîëüçîâàë Ã¼äåëü, è ìû
òîæå âîñïîëüçóåìñÿ èì.

È, ïðèìåíÿÿ âûáðàííûé àëãîðèòì-ðåøåíèå ê ïîäîáíîé òåîðèè (òî÷íåå, ê ñîîòâåòñòâóþùåìó
àëãîðèòìó-ïðîâåðêå), ìû âûÿñíèì, ÷òî àëãîðèòì-ðåøåíèå íå ìîæåò íàéòè ¾ñïåöèàëüíûé¿ îòâåò
ïðî íå¼. È ýòà íåâîçìîæíîñòü èçâåñòíà ñðàçó, òî åñòü - ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî.

È ó íàñ åñòü îäíà èç òàêèõ çàäà÷, ñïîñîáíûõ ïðåäñòàâëÿòü àëãîðèòìû è ëîãè÷åñêèå óòâåð-
æäåíèÿ î íèõ � ýòî ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ â òåîðèè Ïåàíî è â ðàñøèðåííîé òåîðèè Ïåàíî.
Âåäü òåîðèÿ Ïåàíî ìîæåò âûðàçèòü ëþáîé àëãîðèòì-ðåøåíèå. Òàê íåò ëè òóò âîçìîæíîñòè
ïîñòàâèòü ïåðåä àëãîðèòìîì-ðåøåíèåì (ëþáûì) íåïðåîäîëèìûå äëÿ íåãî çàäà÷è? È ïîêàçàòü
íåâîçìîæíîñòü äëÿ àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ M(x) (ëþáîãî) âñåãäà äàâàòü ïðàâèëüíûå îòâåòû ïðî
çàäà÷ó èç êëàññà NP.

Íåâîçìîæíîñòü äàòü ïðàâèëüíûé îòâåò ïðîÿâèòñÿ âîò êàê: Íåêîå óòâåðæäåíèå x èìååò ñî-
îòâåòñòâóþùåå äîêàçàòåëüñòâî y ïðè ïðàâèëüíîì ñâî¼ì îòâåòå M(x) = z (èìåííî z, êîòîðûé íå
îáÿçàòåëüíî ðàâåí y) è ïðè äàííûõ x , y áóäåò L(x, y) = 1, íî ïðè ýòîì êîððåêòíûé àëãîðèòì-
ðåøåíèå M(x) íå ìîæåò íàéòè äàííûé y, à âîçâðàùàåò îòëè÷íûé îò íåãî ðåçóëüòàò z, ïðè
êîòîðîì L(x, z) = 0. Ñî÷åòàíèå ¾êîððåêòíîñòè¿ ðàáîòû M(x) = z ñ òåì, ÷òî L(x, z) = 0, êîãäà
èìååòñÿ y, ïðè êîòîðîì L(x, y) = 1 êàæåòñÿ íåâîçìîæíûì, íî ìû óâèäèì îáðàòíîå � àëãîðèòì
âåðí¼ò ðåçóëüòàò ¾íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî¿ è îí äåéñòâèòåëüíî íå ìîæåò � ïîýòîìó îòâåò
êîððåêòíûé. Íî è ïîäõîäÿùåå äëÿ íàøåé çàäà÷è äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñóùåñòâîâàòü � ïîýòîìó
îòâåò àëãîðèòìà � íåïîëíûé (àëãîðèòì íå ñìîæåò íàéòè ñóùåñòâóþùèé îòâåò).

Ïðèâåä¼ííûå â ïðåäûäóùåì àáçàöå ¾÷óäåñà¿ ñòàíóò âîçìîæíû ïîñëå ðàçäåëåíèÿ ¾òåîðåìû¿
x íà íåñêîëüêî ÷àñòåé � ñ ïîÿâëåíèåì äîïîëíèòåëüíûõ ïàðàìåòðîâ äëÿ ðàññìîòðåíèÿ. È òîãäà
ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü ó÷åñòü îäíó õîðîøî èçâåñòíóþ íàì â îáû÷íîé æèçíè çàâèñèìîñòü, êî-
òîðàÿ íèêàê íå áûëà ôîðìàëèçîâàíà â ìàòåìàòèêå ðàíåå. Ê ýòîìó âîïðîñó ìû âñêîðå âåðíåìñÿ
� â ðàçäåëå 6 ¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP¿.
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5 Äèàãîíàëèçàöèÿ

5.1 Ëåììà î äèàãîíàëèçàöèè

Äèàãîíàëèçàöèÿ. Ýòî ïîíÿòèå âîçíèêëî çàìåòíî ïîçæå Ãèëüáåðòà, íî ïîçâîëÿåò áîëåå ëà-
êîíè÷íî èçëàãàòü äîêàçàòåëüñòâà ìíîãèõ òåîðåì î íåïîëíîòå è íåðàçðåøèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè
� òåîðåì Ã¼äåëÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü àëãîðèòì AA(), êîòîðûé ñíà÷àëà âûïèñûâàåò òåêñò àë-
ãîðèòìà A(x), à çàòåì çàïóñêàåò àëãîðèòì A(x) ñ ýòèì òåêñòîì â êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Òàê âîò,
ó ýòîãî àëãîðèòìà AA() òîæå åñòü òåêñò åãî ¾ïðîãðàììû¿, è ýòîò òåêñò ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç
òåêñòà àëãîðèòìà A(x) ïîñðåäñòâîì îáðàáîòêè ýòîãî òåêñòà íåêèì àëãîðèòìîì diag(A(x)). Ýòî
äîâîëüíî î÷åâèäíî è òàêàÿ âîçìîæíîñòü áåðåòñÿ çà èñõîäíóþ ïîñûëêó. Òî åñòü � íàì íóæíû äî-
ñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíûå òåîðèè, êîòîðûå ñïîñîáíû ïðåäñòàâëÿòü àëãîðèòìû è òîãäà àëãîðèòì
diag(...) � áóäåò ñðåäè íèõ. Òåîðèÿ Ïåàíî � îòíîñèòñÿ ê òàêèì òåîðèÿì.

Â òåîðèè àëãîðèòìîâ äëÿ àíàëîãè÷íûõ öåëåé èñïîëüçóåòñÿ òåîðåìà î íåïîäâèæíîé òî÷êå,
íî òàì íóìåðàöèÿ àëãîðèòìîâ ñïëîøíàÿ è íåïîëèíîìèàëüíàÿ ïîýòîìó, à íàì íóæíà íóìåðàöèÿ
â äóõå ¾òåêñòû àëãîðèòìîâ¿. Äà, íå âñå òåêñòû áóäóò òåêñòàìè àëãîðèòìîâ, íî ýòîò ñëó÷àé íàñ
íå ïóãàåò � òîãäà òàêèå ¾àëãîðèòìû¿ íè÷åãî íå âîçâðàùàþò è ýòî ìîæíî ïîíÿòü.

Ïîýòîìó çà îñíîâó âîçüìåì Ëåììó î äèàãîíàëèçàöèè èç êíèãè ¾Âû÷èñëèìîñòü è ëîãèêà¿
Äæ. Áóëîñ, Ð. Äæåôôðè. Òîëüêî òàì îíà äîêàçàíà äëÿ ïðåäèêàòà, à ìû äîêàæåì åå äëÿ àë-
ãîðèòìà. Â îñòàëüíîì ÿ ïðàêòè÷åñêè ïåðåïèñûâàþ äîêàçàòåëüñòâî. È åùå îäèí ìîìåíò � òàì
äîêàçàòåëüñòâî íà îñíîâå ¾ïðåäñòàâëåíèé¿, à ÿ îïåðèðóþ ñ àëãîðèòìàìè � ëîãèêà òà æå, ïðî-
ñòî ÷åðåç ïðåäñòàâëåíèÿ âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíûé ¾ýòàæ¿ ìàíèïóëÿöèé, íî ìû ïðîñòî ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî íàøà òåîðèÿ ÷óòü áîëåå âûðàçèòåëüíà â îáîçíà÷åíèÿõ, ÷åì ¾÷èñòàÿ¿ òåîðèÿ Ïåàíî
è ìîæíî îïåðèðîâàòü ïðÿìî ñî ñâîéñòâàìè àëãîðèòìîâ. Òàêàÿ âûðàçèòåëüíîñòü ëåãêî äîñòè-
æèìà è òåîðåòè÷åñêè îáîñíîâàíà. Ñìîòðè:

Ý. Ìåíäåëüñîí, ¾Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó¿, Íàóêà, Ì. 1984. Ãëàâà 2, ðàçäåë 9
¾Ââåäåíèå íîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ áóêâ è ïðåäìåòíûõ êîíñòàíò¿. Ââåäåíèå íîâîé ôóíêöèî-
íàëüíîé áóêâû, êîãäà ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíà â òåîðèè � íè÷åãî íå ìåíÿåò â ëîãè-
÷åñêîì îòíîøåíèè.

Ëåììà. Î äèàãîíàëèçàöèè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà B(x) íàéäåòñÿ àëãîðèòì G(), òàêîé ÷òî G() = B(G()).
Äîêàçàòåëüñòâî.
Íàçîâåì àëãîðèòìîì G() òîò àëãîðèòì, êîòîðûé âûïîëíÿåò ðàñ÷åò êàê

B(diag(B(diag(x))))

.
Ñîáñòâåííî, G() îòëè÷àåòñÿ îò B(diag(B(diag(x)))) òîëüêî òåì, ÷òî àëãîðèòì G() ñíà÷àëà

âûïèñûâàåò àðãóìåíò B(diag(x)), à çàòåì çàïóñêàåò êîìïîçèöèþ ôóíêöèé B(diag(...)) ñ ýòèì àð-
ãóìåíòîì. Åñëè ó íàñ ïðîïèñàí ïîðÿäîê ïîäñòàíîâêè àðãóìåíòà â àëãîðèòì ñ îäíèì àðãóìåíòîì
è ïîëó÷åíèÿ íà ýòîé îñíîâå àëãîðèòìà áåç àðãóìåíòîâ, òî àëãîðèòìû G() è

B(diag(B(diag(x))))

12



� ðàçíûå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ îäíîãî è òîãî æå. Íî íþàíñû ðàçíûõ âàðèàíòîâ ïîäñòàíîâêè àðãó-
ìåíòîâ â àëãîðèòì áóäóò ðàññìîòðåíû â ïóíêòå 2.3 ðàçäåëà 6 ¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå
çàäà÷è èç êëàññà NP¿. Òåêñò àëãîðèòìà G() ïîëó÷àåòñÿ âîò òàê:

diag(B(diag(x)))

.
Âåäü àëãîðèòì diag() ïîñòðîåí èìåííî òàê, ÷òîáû âîçâðàùàòü òåêñò ïîäîáíûõ àëãîðèòìîâ.
Òåïåðü ïåðåéä¼ì ê äîêàçàòåëüñòâó Ëåììû.
1. Ïî ñâîéñòâàì diag(): G() = diag(B(diag(x)))
2. Ïî ïîñòðîåíèþ G(): G() = B(diag(B(diag(x))))
3. Èç ï. 1 ïîäñòàíîâêîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà â B():

B(G()) = B(diag(B(diag(x))))

4. Èç ïï. 2 è 3: B(G()) = G()
Ëåììà äîêàçàíà

Êàê çàïîìíèòü ýòó ôîðìóëó: B(diag(B(diag(x))))?
Èçíà÷àëüíî Ã¼äåëü ðåøàë âîïðîñ î ïðèìåíåíèè ïðåäèêàòà ê ñàìîìó ñåáå è ôîðìóëàB(diag(...))

áûëà êàê ðàç ñïîñîáîì ïðèìåíèòü ïðåäèêàò / àëãîðèòì ê òåêñòó òàêîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé
ðàáîòàåò ñî ñâîèì ñîáñòâåííûì òåêñòîì. Íî â êà÷åñòâå òàêîâîãî àëãîðèòìà ïîäñòàâëÿëñÿ òåêñò
. . . ñàìîãî àëãîðèòìà B(diag(x)) è ïîýòîìó ïîëó÷àåòñÿ âûðàæåíèå B(diag(B(diag(x)))).

Ñìûñë ýòîãî âûðàæåíèÿ â òîì, ÷òî ïðåäèêàò / àëãîðèòì B(...) ïðèìåíÿåòñÿ ê ñàìîìó ñåáå.
À âëîæåííîñòü diag(x) äâîéíàÿ, ïîòîìó ÷òî ñíà÷àëà íàäî ïðèìåíÿòü B(...) ê ïðîèçâîëüíîìó
ïðåäèêàòó / àëãîðèòìó ñ àðãóìåíòîì x, â êîòîðîì ïåðåäà¼òñÿ ñîáñòâåííûé òåêñò ïðåäèêàòà /
àëãîðèòìà, à çàòåì íà ìåñòî ¾ïðîèçâîëüíîãî x¿ â B(diag(x)) ñòàâèòñÿ ñàì B(diag(x)) - è â í¼ì
óæå åñòü diag(x). Äâà ýòàïà ïîäñòàíîâêè � äëÿ ïðîèçâîëüíîãî è êîíêðåòèçàöèÿ ïðîèçâîëüíîãî â
äàííûé ïðåäèêàò / àëãîðèòì � ïîðîæäàþò êîìïîçèöèþ ñ äâóìÿ àëãîðèòìàìè äèàãîíàëèçàöèè.

Âïðî÷åì, ñàì Ã¼äåëü òåðìèí ¾äèàãîíàëèçàöèÿ¿ íå èñïîëüçîâàë, íàñêîëüêî èçâåñòíî, íî
ñìûñë åãî äåéñòâèé áûë èìåííî òàêîé.

Ñ ïîìîùüþ ëåììû î äèàãîíàëèçàöèè ëåãêî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî òåîðåì òåîðèè ¾íåîïðå-
äåëèìî¿. Òî åñòü, ÷òî íåò òàêîãî ïðåäèêàòà B(...), ÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà
òåêñòà òåîðåìû t áóäåò äîêàçàíî B(t), åñëè ó òåîðåìû åñòü äîêàçàòåëüñòâî â òåîðèè, èëè áó-
äåò äîêàçàíî ¬B(t) â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî ¾íåîïðåäåëèìîñòè¿ ìîæíî
ïîñìîòðåòü â óïîìÿíóòîé ¾Âû÷èñëèìîñòü è ëîãèêà¿ Äæ. Áóëîñ, Ð. Äæåôôðè. Ìû æå ðàçáåð¼ì
àíàëîãè÷íûé ïî ïðèðîäå ïðèìåð:

Íåò òàêîãî àëãîðèòìà C(. . . ), êîòîðûé ïðè ïîäñòàíîâêå â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ïðîãðàììíî-
ãî òåêñòà íåêîòîðîãî àëãîðèòìà a âûäàâàë áû 1, êîãäà àëãîðèòì ñ òåêñòîì a âûäà¼ò 1, à â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûäàâàë áû 0.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñòðîèì
G() = Anti(C(G())) � èç Ëåììû î äèàãîíàëèçàöèè
Ãäå äèàãîíàëèçàöèþ ïðîâîäèì ïî àëãîðèòìó Anti(C(. . . ))
×òî ìû, ôàêòè÷åñêè äåëàåì? Ìû çàïóñêàåì àëãîðèòì C(...), ïåðåäàâ åìó â êà÷åñòâå àðãó-

ìåíòà òåêñò àëãîðèòìà G(), à êîãäà C(...) âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò, òî àëãîðèòì Anti(...) ìåíÿåò
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åãî íà ¾ïðîòèâîïîëîæíûé¿ è âîçâðàùàåò â êà÷åñòâå ñâîåãî ðåçóëüòàòà, îïðîâåðãàÿ ðåçóëüòàò
C(G()). Àëãîðèòì Anti(...) ïîñòðîåí òàê:

Anti(1) = 0; À åñëè X 6= 1, òî Anti(X) = 1
Ïîñòðîåííûé ïðîöåäóðîé äèàãîíàëèçàöèè àëãîðèòì G() äåéñòâèòåëüíî èñïîëíÿåò Anti(...)

ïî ðåçóëüòàòàì ðàáîòû C(...) � òàê êàê ýòî ÷àñòü ïðîãðàììû G(), êîä êîòîðîé è áûë ïåðåäàí
C(...). Ýòî ÿ ïûòàþñü íàãëÿäíî ïîÿñíèòü ñìûñë ðàâåíñòâà G() = Anti(C(G())).

Ãèïîòåçàìè íàøåãî äîêàçàòåëüñòâà áóäóò:
1. îñòàíîâêà C(G()) ñ ðåçóëüòàòîì è 2. Ñîîòâåòñòâèå ðåçóëüòàòà C(G()) ðåçóëüòàòó ðàáîòû

G(). Ïðè ýòîì â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé 1 ðåçóëüòàò ðàáîòû G() � áóäåò (îí îñòàíîâèòñÿ), òàê
êàê îí îïðåäåë¼í êàêG() = Anti(C(G())), ñïðàâà êîìïîçèöèÿ, â êîòîðîé C(G()) îñòàíàâëèâàåòñÿ
â ñîîòâåòñòâèè ñ ãèïîòåçîé 1, à çà ýòèì îñòàíîâèòñÿ è Anti(...).

Ïåðåïèøåì ãèïîòåçû â âèäå ôîðìóë:
1. C(G()) = x, ãäå x = 0 èëè x = 1 è 2. C(G()) = Anti(Anti(G()))
Çäåñü êîíñòðóêöèÿ Anti(Anti(G())) ñâîäèò ðàáîòó G() ê 1 è 0, íî áåç ¾íàîáîðîò¿, ïîòîìó

÷òî òóò êîìïîçèöèÿ äâóõ Anti(. . . ). È ãèïîòåçà C(G()) = Anti(Anti(G())) êàê ðàç âûðàæàåò,
÷òî àëãîðèòì C(...) ñïîñîáåí ñîîáùèòü î ðàáîòå ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà, íî íàñ èíòåðåñóåò
òîëüêî G().

Òåïåðü âûâåäåì ïðîòèâîðå÷èå èç ïðèâåäåííûõ ãèïîòåç:
G() = Anti(C(G())) � èç Ëåììû î äèàãîíàëèçàöèè
Anti(C(G())) = Anti(Anti(Anti(G()))) � èç 2îé ãèïîòåçû, ïðèìåíèâ Anti(...) ê îáåèì ÷àñòÿì

ðàâåíñòâà
G() = Anti(Anti(Anti(G()))) � èç 2óõ ïðåäûäóùèõ è òðàíçèòèâíîñòè ðàâåíñòâà
Anti(Anti(G())) = Anti(Anti(Anti(Anti(Anti(G()))))) � èç ïðåäûäóùåãî, ïðèìåíèâAnti(Anti(...))

ê îáåèì ÷àñòÿì
C(G()) = Anti(Anti(Anti(C(G())))) � èç ïðåäûäóùåãî, çàìåíÿÿ Anti(Anti(G())) â îáåèõ ÷à-

ñòÿõ ïî 2îé ãèïîòåçå
C(G()) = Anti(C(G())) èç ïðåäûäóùåãî è ñâîéñòâ Anti(...)
C(G()) 6= Anti(C(G())) èç ñâîéñòâ Anti(...) è C(G()) � êîãäà åñòü îñòàíîâêà è ðåçóëüòàò (0

èëè 1) ó C(G()) â ñîîòâåòñòâèè ñ 1îé ãèïîòåçîé
C(G()) 6= C(G()) � èç 2óõ ïðåäûäóùèõ è òðàíçèòèâíîñòè ðàâåíñòâà. Ïðîòèâîðå÷èò îäíîé èç

àêñèîì ðàâåíñòâî (ðåôëåêñèâíîñòè).
Çíà÷èò, ãèïîòåçû íå âåðíû, è òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ðàñêðûâàåò ïðèðîäó òðóäíîñòåé (íåïðåîäîëèìûõ) ïðè ïîñòðî-

åíèè ¾óíèâåðñàëüíîãî ðåøåíèÿ¿: Íà ëþáîå ¾óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå¿ åñòü áîëåå ñëîæíûé àëãî-
ðèòì, êîòîðûé èñïîëüçóåò ýòî ¾óíèâåðñàëüíîå ðåøåíèå¿ ïðîòèâ íåãî ñàìîãî. È ïðè÷èíà íåîïðå-
äåëèìîñòè ìíîæåñòâà òåîðåì òåîðèè � òî÷íî òàêàÿ æå.

5.2 Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê ñåáå

Äèàãîíàëèçàöèè � äàâíèé èíñòðóìåíò ëîãèêè, åù¼ äî ïîÿâëåíèÿ å¼ íàçâàíèÿ, íî ìû ïîëó÷èì
ãîðàçäî áîëåå íàãëÿäíîå è óäîáíîå äëÿ íàøèõ öåëåé ñëåäñòâèå èç äîêàçàòåëüñòâà ýòîé ëåììû.

Â ïðîöåññå äîêàçàòåëüñòâà ìû èñïîëüçîâàëè ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì ñ îäíèì àðãóìåíòîì
B(X). Èç íåãî ìû ïîñòðîèëè êîìïîçèöèþ B(diag(X)). È ïîñëå òîãî, êàê ïåðåäàëè â êà÷åñòâå X
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ïðîãðàììíûé êîä äàííîãî àëãîðèòìà â íåãî ñàìîãî â êà÷åñòâå X, ìû ïîëó÷èëè àëãîðèòì G().
Èíòåðåñíî òî, ÷òî ïîñëå òàêîé ïîäñòàíîâêè â àðãóìåíò X, ðåçóëüòàò âûðàæåíèÿ diag(X) áóäåò
â òî÷íîñòè ðàâåí ïðîãðàììíîìó êîäó àëãîðèòìà G().

Íàì â äàííîé ðàáîòå äàëåå áóäåò èíòåðåñíî ñîâñåì íå òî, ÷òî àëãîðèòì B(X) ïîëó÷àåò â X
òåêñò òàêîãî æå àëãîðèòìà G(), êîòîðîìó îí ðàâåí. Íàì áóäåò èíòåðåñíî ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå
ëåììû î äèàãîíàëèçàöèè:

Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê ñåáå.
Íà áàçå ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà ñ îäíèì àðãóìåíòîì B(X) âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü òàêîé

àëãîðèòì G(), ÷òî ýòîò àëãîðèòì G() ïîëó÷àåò â ïåðåìåííóþ X ñâîé ñîáñòâåííûé ïðîãðàììíûé
êîä è ðàáîòàåò ñ íèì òàê æå, êàê àëãîðèòì B(X) ðàáîòàåò ñ àðãóìåíòîì X.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà G() íà áàçå àëãîðèòìà (X) ÷ðåçâû÷àéíî ïðîñò:
B(diag(B(diag(x))))
À òåïåðü ðàçáåð¼ì ïðàêòè÷åñêèé ïðèìåð � íàïèøåì ïðîãðàììó, êîòîðàÿ âîçâðàùàåò ñâîé

ñîáñòâåííûé ïðîãðàììíûé êîä.
Ñàìûé äîñòóïíûé ñïîñîá ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ îôèñíûõ ðàáîòíèêîâ � âîñïîëüçîâàòüñÿ

ÿçûêîì VBA â MS Words.
Çà îñíîâó áåðåì îïåðàòîð, êîòîðûé âñòàâëÿåò â äîêóìåíò çíà÷åíèå èç ïåðåìåííîé õ è çà-

âåðøàåò ðàáîòó ïðîãðàììû:
Selection.InsertAfter x: End Sub
Ýòî òà ÷àñòü, â êîòîðîé ïðîèñõîäèò ðàáîòà ñî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé x. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì

ñ÷èòàòü ïåðåäà÷åé àðãóìåíòà îïåðàöèþ ïðèñâàèâàíèÿ ïåðåìåííîé ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ.
Òåïåðü íàì íàäî èñõîäèòü èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî â àðãóìåíòå ¾âíåøíèé¿ x ó íàñ ïðîãðàìì-

íûé êîä, êîòîðûé ÷òî-òî äåëàåò ñî çíà÷åíèåì ïåðåìåííîé ¾âíóòðåííèé¿ x (¾ñâîåé¿ ïåðåìåíîé
x, à íå òîé, â êîòîðîé ìû åãî ïîëó÷èëè). È íàì íàäî îáðàáîòàòü ýòî çíà÷åíèå ¾âíåøíåé¿ ïå-
ðåìåííîé x òàê (ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà diag(x)), ÷òîáû ïîëó÷èòü ïðîãðàììíûé êîä, â êîòîðîì
èñõîäíûé ïðîãðàììíûé êîä ïîäñòàâëÿåòñÿ âî ¾âíóòðåííèé¿ x è çàòåì îáðàáàòûâàåòñÿ ïðåæíèì
îáðàçîì èñõîäíûì ïðîãðàììíûì êîäîì èç ¾âíåøíåé¿ x:

x = "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä_â_âèäå_ñòðîêè + Chr(34)
+ ": "+ #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä:

Âñ¼ ïðîñòî � ìû ïðèñâàèâàåì ¾âíåøíåìó¿ x èñõîäíûé ïðîãðàììíûé êîä, íî äîáàâëÿåì ê
ýòîìó òåêñòó (ïåðåä íèì) ïðîãðàììíûé êîä ïðèñâàèâàíèÿ ¾âíóòðåííåìó¿ x òîãî, ÷òî ïîëó÷è-
ëè èçíà÷àëüíî âî ¾âíåøíþþ¿ ïåðåìåííóþ x (èñõîäíûé ïðîãðàììíûé êîä). Ïîìèìî îïåðàöèè
ïðèñâàèâàíèÿ íàì íàäî ïîñòàâèòü è èíñòðóêöèþ íà÷àëî ïðîãðàììû � "Sub dolly(): à îïåðà-
öèÿ ïðèñâàèâàíèÿ òðåáóåò çàêëþ÷àòü ñèìâîëû òåêñòà â êàâû÷êè. Âñ¼ ýòî è ïðîäåëàíî � ïîêà
ñõåìàòè÷åñêè.

Òåïåðü ðàçáåð¼ì #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä_â_âèäå_ñòðîêè.
Íàì íóæíî, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ êîððåêòíûé ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ïðèñâàèâàíèÿ ñ êàâû÷êàìè

ïî áîêàì, à íå âíóòðè ñòðîêè, êîòîðàÿ ñòîèò ñïðàâà îò çíàêà ïðèñâàèâàíèÿ. Äîïóñòèìû òàêèå
êîíñòðóêöèè:

x = "Òåêñò1 áåç êàâû÷åê"+ "Òåêñò2 áåç êàâû÷åê"+ . . . + Chr(34) + . . .
Ãäå Chr(34) � êàê ðàç äîáàâëÿþò êàâû÷êè â òåêñò. Òî åñòü, íàì íàäî ïðåîáðàçîâàòü èñõîäíîå

çíà÷åíèå ¾âíåøíåãî¿ x â ïîäîáíîå âûðàæåíèå. È òàì, ãäå â èñõîäíîì çíà÷åíèè ñòîÿò êàâû÷êè
ìåæäó Òåêñò1 è Òåêñò2, íàì íàäî ðàçðûâàòü òåêñò, äîáàâëÿÿ êàâû÷êè ïðîãðàììíûì îáðàçîì:

15



x = "Òåêñò1 áåç êàâû÷åê"+ Chr(34) + "Òåêñò2 áåç êàâû÷åê"+ . . .
Ïîýòîìó #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä_â_âèäå_ñòðîêè ìîæíî ïîëó÷èòü òàê èç èñõîäíîé ¾âíåø-

íåé¿ ïåðåìåííîé x:
Replace(x, Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34))
Ýòîò êóñî÷åê ïðîãðàììû çàìåíÿåò â ïåðåìåííîé x çíàê êàâû÷åê

<äî êàâû÷åê>"<ïîñëå êàâû÷åê>

íà ñëåäóþùåå:

<äî êàâû÷åê>" + Chr(34) + "<ïîñëå êàâû÷åê>

Ó çíàêà êàâû÷åê åñòü ñìûñë â ïðîãðàììíîì êîäå êàê îãðàíè÷èòåëü ñòðîê, ïîýòîìó â çíà÷å-
íèå ïåðåìåííîé îíè íå ïîïàäàþò. À âîò Chr(34) ãåíåðèðóåò êàâû÷êè è îíè ñòàíîâÿòñÿ ÷àñòüþ
çíà÷åíèÿ.

Ïîñëå ýòîãî ïåðåïèøåì àáçàö:
x = "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä_â_âèäå_ñòðîêè + Chr(34)

+ ": "+ #Èñõîäíûé_ïðîãðàììíûé_êîä:"
Òàêèì îáðàçîì:
x = "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + Replace(x, Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34))

+ Chr(34) + ": "+ x:
À âìåñòå ñ ïðîãðàììíûì êîäîì ïîìèìî äèàãîíàëèçàöèè èìååì:
x = "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + Replace(x, Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34))

+ Chr(34) + ": "+ x: Selection.InsertAfter x: End Sub
Òåïåðü â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîðÿäêîì äåéñòâèé èç ëåììû î äèàãîíàëèçàöèè íàì íàäî ïðèñâîèòü

ýòîò ïðîãðàììíûé êîä ïåðåìåííîé x è âûïîëíèòü åãî � ïðèìåíèòåëüíî ê èçìåí¼ííîé ïåðåìåí-
íîé x.

Íî äëÿ îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ íàäî ñäåëàòü òó æå ìîäèôèêàöèþ ñ äàííûì ïðîãðàììíûì
êîäîì, ÷òî ìû äåëàëè ðàíåå ñ ïåðåìåííîé x. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîä ïðèñâàèâàíèÿ ïå-
ðåìåííîé x âîñïîëüçóåìñÿ ïðîãðàììîé string_let_code. Ýòî ïðîãðàììà, êîòîðàÿ ïî çíà÷åíèþ
ïåðåìåííîé (íàïðèìåð, x) ôîðìèðóåò òîò ïðîãðàììíûé êîä, êîòîðûé äîëæåí ñòîÿòü ñïðàâà â
îïåðàòîðå ïðèñâàèâàíèÿ (íàïðèìåð, x), ÷òîáû ïåðåìåííîé ïðèñâîèëîñü èìåííî äàííîå çíà÷å-
íèå.

Sub string_let_code()
Dim x
x = InputBox("Ââåäèòå çíà÷åíèå äëÿ ïåðåìåííîé "+ _

"è â òåêñò áóäåò âûâåäåí êîä, êîòîðûé íàäî áóäåò íàïèñàòü"+ _

"ñïðàâà îò çíàêà ïðèñâàèâàíèÿ")
x = Replace(x, Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34))
x = Chr(34) + x + Chr(34)
Selection.InsertAfter x
End Sub
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Ïðåäâàðèòåëüíî ñêîïèðóéòå â ¾êàðìàí¿ ïðåäûäóùèé ðåçóëüòàò, çàïóñòèòå íàïèñàííóþ òîëü-
êî ÷òî ïðîãðàììó, ââåäèòå ïî å¼ çàïðîñó òåêñò èç ¾êàðìàíà¿ è ïðîãðàììà âûäàñò â òåêóùèé
äîêóìåíò â òåêóùåå ïîëîæåíèå êàðåòêè ïðîãðàììíûé êîä äëÿ ïðèñâàèâàíèÿ. Âîò îí:

"x = "+ Chr(34) + "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + "+ Chr(34) + Replace(x, Chr(34), Chr(34) +
"+ Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34)) + Chr(34) + "+ Chr(34) + ": "+ Chr(34)
+ "+ x: Selection.InsertAfter x: End Sub"

Òåïåðü äåëàåì íà áàçå ïîëó÷åííîãî ðåçóëüòàòà îïåðàöèþ ïðèñâàèâàíèÿ (ñ èíñòðóêöèåé íà-
÷àëà ïðîãðàììû) è äîáàâëÿåì ðàíåå ïîëó÷åííûé êîä (òîò, êîòîðûé ìû ïîäñòàâëÿëè â ñòðîêó
çàïðîñà ïðè çàïóñêå ïðîãðàììû string_let_code):

Sub dolly(): x = "x = "+ Chr(34) + "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) + "+ Chr(34) + Replace(x,
Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34)) + Chr(34) + "+ Chr(34)
+ ": "+ Chr(34) + "+ x: Selection.InsertAfter x: End Sub": x = "Sub dolly(): x ="+ Chr(34) +
Replace(x, Chr(34), Chr(34) + "+ Chr(34) + "+ Chr(34)) + Chr(34) + ": "+ x: Selection.InsertAfter
x: End Sub

Çàïóñòèòå ïîñòðîåííóþ ïðîãðàììó, è îíà âûäàñò ñâîé ñîáñòâåííûé ïðîãðàììíûé êîä.

6 Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP
1.1. Â ñèëó òåçèñà ×¼ð÷à ëþáîé èñêîìûé îòâåò ïîëó÷àåòñÿ îò êàêîãî-òî àëãîðèòìà. Çíà÷èò,

ñðåäè ïàðàìåòðîâ (àðãóìåíòîâ) çàäà÷è âñåãäà ìîæíî çàäàòü òîò, êîòîðûé îòâå÷àåò çà àëãîðèòì,
äàþùèé îòâåò. Íóæíî ëèøü, ÷òîáû çàäà÷à áûëà äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíîé è áûëà ñïîñîáíà
ïðåäñòàâëÿòü ïðîèçâîëüíûå àëãîðèòìû.

Òîãäà âìåñòî çàäà÷è L(x, y) ìû ïîëó÷èì çàäà÷ó L(d, t, y), ãäå àðãóìåíò x ðàçäåë¼í íà 2
àðãóìåíòà:

t � òåîðåìà, äëÿ êîòîðîé íàäî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî y;
d � àðãóìåíò äîëãà � ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå òîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé èùåò äîêàçàòåëü-

ñòâî y äëÿ òåîðåìû t. Ñàìîå ïðîñòîå ôîðìàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå � ïðîãðàììíûé êîä àëãîðèòìà
íà íåêîòîðîì ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Åñëè ðå÷ü î ïîèñêå äîêàçàòåëüñòâà áåç ó÷¼òà îãðà-
íè÷åííûõ âîçìîæíîñòåé êàêèõ-ëèáî àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé, òî â êà÷åñòâå çíà÷åíèÿ ó àðãóìåíòà
äîëãà d áóäåì çàäàâàòü ïðî÷åðê − è íàçûâàòü òàêîå çíà÷åíèå àëãîðèòìà äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿.

1.2. Â ëîãèêå õîðîøî èçâåñòíû ïðèìåðû âîïðîñîâ, êîòîðûå íåðàçðåøèìû, òàê êàê äëÿ êàæ-
äîãî àëãîðèòìà íàéä¼òñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé âàðèàíò âîïðîñà, íà êîòîðûé àëãîðèòì íå ìîæåò
äàòü îòâåò. Íà ýòîé áàçå ìû è ïîïûòàåìñÿ � ïîñëå ñåðü¼çíîé ïîäãîòîâêè � ïîñòðîèòü ïîëè-
íîìèàëüíî íåðàçðåøèìûé íàáîð çàäà÷ â êëàññå NP è äàæå äîêàçàòü NP 6= P. È äà, êîãäà
êîððåêòíûé àëãîðèòì äà¼ò îòâåò íîëü (¾íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî¿) � òî ýòîò îòâåò ìîæåò
áûòü è íåïîëíûì � êîãäà äðóãîé àëãîðèòì äîêàçàòåëüñòâî íàéòè ìîæåò.

Âîçüì¼ì õîòÿ áû ëåììó î äèàãîíàëèçàöèè (ëåììà è äîêàçàòåëüñòâî áûëè ïðèâåäåíû âû-
øå â ïîäðàçäåëå 5.1 ¾Ëåììà î äèàãîíàëèçàöèè¿) � çà ýòîé ëåììîé áûë ïðèâåä¼í ïðèìåð äëÿ
àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ, êîòîðûé ¾ïðåäñêàçûâàåò¿ ïîâåäåíèå àëãîðèòìîâ-çàäà÷ (ïîëó÷àÿ èõ òåêñò
â êà÷åñòâå àðãóìåíòà). È òàì áûë ïîñòðîåí ¾àíòèàëãîðèòì¿: Ýòîò ¾àíòèàëãîðèòì¿ çàïóñêàåò
âíóòðè ñåáÿ àëãîðèòì-ðåøåíèå, ïåðåäàâàÿ åìó â êà÷åñòâå àðãóìåíòà ñâîé ñîáñòâåííûé ïðî-
ãðàììíûé òåêñò, è ïîñòóïàåò èíà÷å, ÷åì ¾ñïðîãíîçèðóåò¿ àëãîðèòì-ðåøåíèå � åñëè àëãîðèòì-
ðåøåíèå îñòàíîâèòñÿ. Íî, çàðàíåå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî àëãîðèòì-ðåøåíèå íå ìîæåò ïðåäñêàçàòü
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òî, êàêîé ðåçóëüòàò âûäàñò åãî ¾àíòèàëãîðèòì¿.
Èç ýòîãî âèäíî, ÷òî â çàäà÷å L(d, t, y) ìîæåò áûòü çàäàíà òàêàÿ ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿

äëÿ íåêîãî (ïðîèçâîëüíîãî) àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ M(d, t), ÷òî ïðè ïðàâèëüíîì ïîíèìàíèè àëãî-
ðèòìîì M(d, t) äàííîé çàäà÷è îí âûäàñò îòâåò 0 (¾íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ïðî ðåçóëüòàò
ðàáîòû AntiMt()¿) çà êîíå÷íîå âðåìÿ. Âñå íþàíñû ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì â ñâî¼ âðåìÿ, à
ñåé÷àñ ïðîñòî íàìå÷àåì ïóòü èññëåäîâàíèÿ.

1.3. Ïîäõîä ñ òåçèñîì ×¼ð÷à è îáÿçàòåëüíûì íàëè÷èåì êàêîãî-òî äåòåðìèíèðîâàííîãî àëãîðèòìà-
ðåøåíèÿ (âåðíîãî èëè íå âåðíîãî), äàþùåãî çíà÷åíèå äëÿ èñêîìîãî äîêàçàòåëüñòâà � âåðåí â
äåòåðìèíèðîâàííîì ìèðå, ðàçóìååòñÿ, íî òàêîâà ìîäåëü íàøèõ òåîðèé. È â ýòîì ñìûñëå äëÿ
ëþáîé äîñòàòî÷íî îáùåé çàäà÷è, îòâåò äëÿ êîòîðîé ìû èùåì, ìîæíî ïîäðàçóìåâàòü íå òîëüêî
íàëè÷èå ¾èñïîëíèòåëÿ¿, äàþùåãî (èëè ïûòàþùåãîñÿ äàòü) îòâåò, íî è ðàçíûå (!) ïðàâèëüíûå
îòâåòû äëÿ ðàçíûõ èñïîëíèòåëåé � âîîáùå ãîâîðÿ.

È òóò ìû âûõîäèì íà ðåôëåêñèþ: Òàêîé ¾äîïîëíèòåëüíûé ïàðàìåòð¿ (àðãóìåíò äîëãà) â
ïðîèçâîëüíîé çàäà÷å, êîòîðûé àëãîðèòì-ðåøåíèå äîëæåí âûáðàòü ñàìîñòîÿòåëüíî, ÷òîáû ïî-
íÿòü, êàêóþ ïåðñîíàëüíóþ èíôîðìàöèþ äëÿ íåãî èìååò äàííàÿ çàäà÷à � è ýòîò äîïîëíèòåëüíûé
ïàðàìåòð äîëæåí ñîîòâåòñòâîâàòü ¾ÿ¿ (ôèãóðàëüíî âûðàæàÿñü) àëãîðèòìà. È íàëè÷èå ïîäîá-
íîãî ¾àðãóìåíòà äîëãà¿ îêàçûâàåòñÿ íå àíîìàëèåé, à ïðàâèëîì â íàøåì ìèðå � åñëè â í¼ì âåðåí
òåçèñ ×¼ð÷à.

Çàìå÷ó, ÷òî ïîäîáíàÿ çàäà÷à ¾Ñôèíêñ¿ Sph(d, t, y) ñ ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêîé¿ áóäåò ïîë-
íîñòüþ ñîîòâåòñòâîâàòü ðåàëüíûì ôàêòàì � åñëè îíà êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàíà è çàÿâëÿåò,
÷òî àëãîðèòì ¾Ýäèï¿ Oed(Sph(..., ..., ...),−, t) íå ìîæåò íàéòè äîêàçàòåëüñòâî y äëÿ òåîðåìû t
(ïðè àðãóìåíòå äîëãà − - ¾îáúåêòèâíî¿), òî òàê îíî è áóäåò. È, âûäàâàòü ñâî¼ ïðåäñêàçàíèå,
êîððåêòíî ñôîðìóëèðîâàííàÿ çàäà÷à ¾Ñôèíêñ¿ áóäåò ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî � îòíîñèòåëüíî
ðàçìåðà ¾Ýäèïà¿ è òåîðåìû t � íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê äîëãî áóäåò ðàáîòàòü àëãîðèòì-ðåøåíèå
¾Ýäèï¿. Äàæå åñëè ¾Ýäèï¿ âîîáùå íå îñòàíîâèòñÿ.

1.4. Ðàáîòó àëãîðèòìà ïðîâåðêè ïðè àðãóìåíòå äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿ áóäåì íàçûâàòü ¾áàçî-
âûì àëãîðèòìîì ïðîâåðêè¿. Íî çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î íåêîòîðîì (èëè íåêîòî-
ðûõ) ¾èçáðàííîì¿ àëãîðèòìå-ðåøåíèè âíóòðè çàäà÷è èç NP ìîæíî áóäåò çàðàíåå çíàòü î åãî
ñïåöèôè÷åñêèõ âîçìîæíîñòÿõ ïî ðåøåíèþ çàäàííîé çàäà÷è.

Ïðèíöèï íåçàâèñèìîñòè ¾áàçîâîãî¿ àëãîðèòìà ïðîâåðêè îò àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé íàçîâ¼ì
¾ïðèíöèï íåçàâèñèìîñòè àëãîðèòìà ïðîâåðêè¿. È ¾ïåðñîíàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ¿ íå äîëæíà âñòó-
ïàòü â ïðîòèâîðå÷èå ñ ¾áàçîâîé ïðîâåðêîé¿. Íàïðèìåð:

Åñëè ¾ïåðñîíàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ¿ ñîîòâåòñòâóåò íåâîçìîæíîñòè àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ ¾Ýäèï¿
íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ïðè àðãóìåíòå äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿ äëÿ òåîðåìû t, òî íåîáõîäèìî, ÷òîáû
¾Ýäèï¿ äåéñòâèòåëüíî áûë íå ñïîñîáåí ñäåëàòü ýòî.

Òî åñòü, áàçîâàÿ ïðîâåðêà íå çàâèñèò îò àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé � îíà êàê çàêîíû ïðèðîäû �
îáùàÿ äëÿ âñåõ îáúåêòîâ â íàøåì ìèðå. Íî ñàìè îáúåêòû � ðàçíûå, è ó íèõ ðàçíûå âîçìîæíîñòè
ïðîÿâèòü ñåáÿ ïðè äàííûõ çàêîíàõ ïðèðîäû. È ìû âïîëíå ìîæåì çàðàíåå çíàòü î íåêîòîðûõ
àëãîðèòìàõ, ÷òî îíè íå ìîãóò ÷òî-òî ñäåëàòü â ïëàíå ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è. È ýòî ¾çàðàíåå
çíàòü¿ îá èçáðàííîì àëãîðèòìå ìîæåò áûòü ãîðàçäî áîëåå î÷åâèäíûì è áûñòðûì ïî ïîëó÷å-
íèþ èíôîðìàöèè ðåçóëüòàòîì, ÷åì èíôîðìàöèÿ î íàëè÷èè äîêàçàòåëüñòâ äëÿ íå-èçáðàííûõ
àëãîðèòìîâ.

2.1. ¾Ïåðñîíàëüíóþ ïîäñêàçêó¿ äëÿ àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ ¾Ýäèï¿ àëãîðèòì ¾Ñôèíêñ¿ áóäåò
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âûäàâàòü ïðè ñëåäóþùèõ àðãóìåíòàõ, (ïîÿñíåíèÿ â ñëåäóþùèõ äâóõ ïîäïóíêòàõ):

Sph(Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...), t, y) = 0
Ãäå àëãîðèòì äîëãà ó ¾Ýäèïà¿ ðàâåí ¾îáúåêòèâíî¿ (ñèìâîë ïðî÷åðêà), ó ¾Ñôèíêñà¿ îí

ðàâåí ¾Ýäèïó¿ ñ àðãóìåíòîì äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿, òåîðåìà t ôèêñèðîâàíà, à ðåçóëüòàò 0 ïî-
ëó÷àåòñÿ ïðè ëþáîì äîêàçàòåëüñòâå y çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îòíîñèòåëüíî ðàçìåðîâ |t| è

|Oed(Sph(..., ..., ...),−, t)|.
È òîãäà êîððåêòíûé ¾Ýäèï¿ äîëæåí ïîíÿòü ¾ïåðñîíàëüíóþ ïîäñêàçêó¿ äëÿ ñåáÿ îò ¾Ñôèíê-

ñà¿ è âåðíóòü 0 (Íîëü):
Oed(Sph(..., ..., ...),−, t) = 0
2.2. Ïîÿñíåíèå ê ïóíêòó 2.1 î ðàçíûõ ìåñòàõ ïîäñòàíîâêè àðãóìåíòîâ:
Àðãóìåíò-òåîðåìà t â Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...) íå óêàçûâàåòñÿ, ðàç îí óêàçàí â ¾Ñôèíêñå¿:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...), t, y). Íå ìîæåò æå ¾Ýäèï¿ èñêàòü îäíî, à ¾Ñôèíêñ¿ ïðîâåðÿòü
äðóãîå. À âîò àðãóìåíò äîëãà ¾Ýäèïà¿ äîëæåí áûòü çàäàí ïîäñòàíîâêîé â àëãîðèòìå ¾Ýäèï¿
- êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â àðãóìåíòå äîëãà ¾Ñôèíêñà¿. Äåëî âîò â ÷¼ì:

Ó ¾Ñôèíêñà¿ àðãóìåíò äîëãà èìååò áîëüøóþ âëîæåííîñòü, ÷åì ñîîòâåòñòâóþùèé åìó àðãó-
ìåíò äîëãà ó ¾Ýäèïà¿ (èëè äðóãîãî àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ), åñëè ìû ãîâîðèì ïðî àðãóìåíò äîëãà
¾Ñôèíêñà¿, êîòîðûå îòëè÷àåòñÿ îò ¾îáúåêòèâíî¿.

È ìû íå áóäåì ðàçáèâàòü àðãóìåíò äîëãà íà ñîñòàâëÿþùèå � ¾êòî ðàññêàçûâàåò¿ (¾Ýäèï¿),
¾ñ òî÷êè çðåíèÿ êîãî ðàññêàçûâàåò¿ (¾Îáúåêòèâíî¿ - â ðàçáèðàåìîì ñëó÷àå), ïîòîìó ÷òî òîãäà
íàì è òîãî ¾ñ òî÷êè çðåíèÿ êîãî¿ ïðèä¼òñÿ ðàçáèâàòü íà ¾êòî¿ è ¾ñ òî÷êè çðåíèÿ êîãî¿ è ò.ä.
Âëîæåííîñòü ìîæåò áûòü ëþáîé è íàì íå õâàòèò òîãäà íèêàêèõ àðãóìåíòîâ.

2.3. Ïîÿñíåíèå ê ïóíêòó 2.1 î ñïîñîáå ïîäñòàíîâêè àðãóìåíòîâ â îäèí àëãîðèòì ñ ïîëó÷åíèåì
äðóãîãî àëãîðèòìà:

Àëãîðèòì ïî ïðåâðàùåíèþ îäíîãî òåêñòà àëãîðèòìà â äðóãîé � ñ ïîäñòàâëåííûì ïåðâûì
àðãóìåíòîì � ìîæíî èçîáðàæàòü òàê: Arg1(MyArg,A(..., ...)). Ìû èñïîëüçîâàëè âûøå è ïðîäîë-
æèì èñïîëüçîâàòü äàëåå îáîçíà÷åíèÿ òèïà B(A(..., ...), x), B(A(..., ...), ...) è ò.ï. Ïîäðàçóìåâàåòñÿ,
÷òî òàêèì îáðàçîì ìû èñïîëüçóåì êàêîé-òî ñòàíäàðòíûé èçâåñòíûé ñïîñîá ïî ïðåâðàùåíèþ àë-
ãîðèòìà, çàâèñÿùåãî îò íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ â íåêèå äðóãèå àëãîðèòìû � â êîòîðûõ ÷àñòü
àðãóìåíòîâ (èëè äàæå âñå) èñõîäíîãî àëãîðèòìà óæå ïîäñòàâëåíà. À ìîæåì ïåðåäàâàòü òåêñòû
àëãîðèòìîâ è áåç ïîäñòàâëåííûõ àðãóìåíòîâ, êàê, íàïðèìåð A(..., ...).

Òóò åñòü âàæíîå ðàçëè÷èå ìåæäó äâóìÿ ñïîñîáàìè èñïîëüçîâàíèÿ 1-ãî (áåç ïîòåðè îáùíîñòè
ïóñòü áóäåò 1-é) àðãóìåíòà â àëãîðèòìå A1(x1, x2, ...):

2.3.1. Ôèêñàöèåé íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ text1 â àðãóìåíòå x1 àëãîðèòìà A1(x1, x2, ...) è ïðå-
âðàùåíèÿ åãî â íîâûé àëãîðèòì A2(x2, x3, ...);

2.3.2. Èñïîëüçîâàíèå àëãîðèòìà A1(x1, x2, ...) è åãî àðãóìåíòîâ îáû÷íûì îáðàçîì: ñíà÷àëà
çàïîëíÿåòñÿ (âíå ðàìîê èíñòðóêöèé è ðàáîòû àëãîðèòìà A1(x1, x2, ...)) èíôîðìàöèÿ î çíà÷åíèÿõ
àðãóìåíòîâ òàì, ãäå àëãîðèòì A1(x1, x2, ...) îæèäàåò íàéòè ýòó èíôîðìàöèþ, à çàòåì çàïóñêà-
åòñÿ àëãîðèòì A1(x1, x2, ...).

Âàæíîå îòëè÷èå ìåæäó 2.3.1 è 2.3.2 â òîì, ÷òî â ñëó÷àå 2.3.1 âðåìÿ íà ïðèñâàèâàíèå ïåðåìåí-
íîé x1 çíà÷åíèÿ text1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà A2(x2, x3, ...), à ðàçìåð ýòîé
îïåðàöèè � âêëþ÷àÿ ðàçìåð òåêñòà text1 - ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ðàçìåðà àëãîðèòìà A2(x2, x3, ...).
Ïîýòîìó â ñëó÷àå 2.3.1 ìû íå ìîæåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèå ïåðåìåííîé x1 êàê ïîëó÷åííîå
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ïî ññûëêå (êîãäà ïåðåäà¼òñÿ àäðåñ ìåñòà, ãäå íàõîäÿòñÿ äàííûå, à íå ñàìè äàííûå � áàéò çà
áàéòîì).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ â äóõå âàðèàíòà 2.3.1 áóäåì èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèåA1(text1, x2, ...),
÷òî ïî âèäó íå îòëè÷àåòñÿ îò âàðèàíòà 2.3.2 ïðè àðãóìåíòå x1 ñî çíà÷åíèåì text1. Íî åñëè ïî
êîíòåêñòó áóäåò íå ÿñíî, êàêîé èç âàðèàíòîâ èìååòñÿ â âèäó, òî áóäåì ýòî ñïåöèàëüíî îãîâàðè-
âàòü.

Íàïðèìåð, íà ìåñòî ïåðâîãî àðãóìåíòà âíóòðè ôîðìóëû:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...), t, y)
ïîäñòàâëåí ïðîãðàììíûé òåêñò Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...). È â ýòîì ïðîãðàììíîì òåêñòå ïîä-

ñòàíîâêà â ïåðâûé è âòîðîé àðãóìåíòû çíà÷åíèé Sph(..., ..., ...) è − âûïîëíåíû ïî âàðèàíòó
2.3.1. È âñåãäà äëÿ àðãóìåíòà, êîòîðûé îòíîñèòñÿ ê ïîäñòàíîâêå âíóòðè òåêñòà ïðîãðàììû èëè
òåêñòà ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü âàðèàíò 2.3.1.

À åñëè àðãóìåíò íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåêñòà ïðîãðàììû/ëîãè÷åñêîé ôîðìóëû � ìîæåò áûòü
è âàðèàíò 2.3.1 è âàðèàíò 2.3.2. Íàïðèìåð, â ðàçáèðàåìîì ñåé÷àñ àëãîðèòìå

Sph(Oed(Sph(..., ..., ...),−, ...), t, y)
àðãóìåíò y � ïîäñòàâëÿåòñÿ ïî âàðèàíòó 2.3.2. Âåäü âðåìÿ ðàáîòû äàííîãî àëãîðèòìà íå

çàâèñèò îò ðàçìåðà ñëèøêîì áîëüøèõ àðãóìåíòîâ y è ïîýòîìó àðãóìåíò y � èìåííî àðãóìåíò,
ðàçìåð êîòîðîãî è âðåìÿ, ðàñõîäóåìîå íà çàïîëíåíèå àðãóìåíòà çíà÷åíèåì, íå ÿâëÿþòñÿ íè
÷àñòüþ ðàçìåðà ðàçáèðàåìîãî àëãîðèòìà, íè ÷àñòüþ âðåìåíè åãî ðàáîòû.

Áîëåå òîãî, àðãóìåíò y ïåðåäà¼òñÿ ïî ññûëêå, ÷òîáû íå ïåðåäàâàòü áàéò çà áàéòîì íåíóæ-
íóþ (ïðè ñëèøêîì áîëüøîì ðàçìåðå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà y) èíôîðìàöèþ ïðè èñïîëüçîâàíèè
¾Ñôèíêñà¿.

Ðàçíèöó ìåæäó âàðèàíòîì 2.3.1 è 2.3.2 ìîæíî ïðàêòè÷åñêè íàáëþäàòü íà ïðèìåðå ïðîãðàì-
ìû èç ïîäðàçäåëà 5.2 ¾Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê ñåáå¿. Òàì âèäíî,
÷òî èçíà÷àëüíî íåò îïåðàöèè ïðèñâàèâàíèÿ ¾àðãóìåíòó¿ x (õîòÿ òàì àðãóìåíò ïðåäñòàâëåí
¾ãîòîâîé¿ ïåðåìåííîé). Ïðîãðàììà ïðîñòî èñïîëüçóåò ãîòîâîå çíà÷åíèå èç x è òîëüêî ñ ýòîãî
ìîìåíòà îòñ÷èòûâàåòñÿ å¼ ðàçìåð è âðåìÿ å¼ ðàáîòû. À â ïðîöåññå èñïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû äèà-
ãîíàëèçàöèè ïðèñâàèâàíèå ñòàíîâèòñÿ ÷àñòüþ ¾òåëà¿ è ïðîöåññà ðàáîòû èòîãîâîé ïðîãðàììû.

È â ïîäðàçäåëå 5.1 ¾Ëåììà î äèàãîíàëèçàöèè¿ ôîðìóëà B(diag(B(diag(x)))), èñïîëüçóåìàÿ
â äîêàçàòåëüñòâå Ëåììû, ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå âàðèàíòà 2.3.1.

2.4. Ïðèòîì ¾ïåðñîíàëüíóþ ïîäñêàçêó¿ äëÿ àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ ¾Ýäèï¿ àëãîðèòì ¾Ñôèíêñ¿
äîëæåí âûäàòü çà ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ îòíîñèòåëüíî íå âñåõ àðãóìåíòîâ çàäà÷è,
à îòíîñèòåëüíî êàêîãî-òî ïàðàìåòðà (èëè ïàðàìåòðîâ), êîòîðûå ïîçâîëÿþò âûäåëèòü íóæíóþ
çàâèñèìîñòü îñòàëüíûõ àðãóìåíòîâ òàê, ÷òîáû ïîëó÷àëèñü òîëüêî ¾ïîäõîäÿùèå¿ àðãóìåíòû
äëÿ ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿.

Íàïðèìåð, ïóñòü ñðåäè àðãóìåíòîâ áóäóò åù¼ àðãóìåíòû S, s. Àðãóìåíò S áóäåò îáåñïå-
÷èâàòü âñå íóæíûå çàâèñèìîñòè, à àðãóìåíò s áóäåò ëèøü èìåòü ñîîòâåòñòâóþùèé ðàçìåð,
äîïóñêàþùèé íóæíûé ðàçìåð àðãóìåíòà y (ó íàñ æå çàäà÷à èç NP è íàèáîëüøèé ðàçìåð äîêà-
çàòåëüñòâà y äîëæåí îïèðàòüñÿ ÷åðåç ïîëèíîì íà ðàçìåð êàêèõ-òî äðóãèõ àðãóìåíòîâ). Òîãäà
ïåðåïèøåì ôîðìóëó ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿ äëÿ ¾Ýäèïà¿ òàê:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−, ..., ..., ...), t(S), S, s, y) = 0
À òåïåðü ìîæíî ïðåäñòàâèòü äàííûé àëãîðèòì ïðîâåðêè â ñîêðàù¼ííîì âèäå � ïðåâðàòèâ
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îáùóþ èñõîäíóþ çàäà÷ó ïðîâåðêè ¾Ñôèíêñ¿ â çàäà÷ó òîëüêî äëÿ ðàçáèðàåìîé ïåðñîíàëüíîé
ïîäñêàçêè:

SphS(S, s, y) = 0
Ïðè ýòîì èçâåñòíî, ÷òî íèêàêîå äîêàçàòåëüñòâî íå ïîäõîäèò è îòâåò ïîëó÷àåòñÿ áåç ðàññìîò-

ðåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äëÿ äàííîé ÷àñòíîé ïîäçàäà÷è. Òî åñòü òóò � âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà
SphS(S, s, y) íå çàâèñèò îò y (è îò ðàçìåðà |y|). È åùå � ìåæäó y è s åñòü ñîîòíîøåíèå � ïîëè-
íîìèàëüíîñòè. Ïîýòîìó, êîãäà ¾îòìèðàåò¿ y � òî ¾îòìèðàåò¿ è s çà íåíàäîáíîñòüþ.

Âñÿ ýòà ¾àáñòðàêòíàÿ¿ ïîäãîòîâêà â äàííîì ïóíêòå � ÿâëÿåòñÿ áîëåå ðàçâ¼ðíóòûì èçëîæå-
íèåì ïóíêòà 2.3 ðàçäåëà 1 ¾Çàäà÷è èç êëàññîâ NP è P, NP+ è P+¿. À ñîîòâåòñòâóþùèé àëãîðèòì
¾Ñôèíêñ¿ áóäåò ðåàëèçîâàí â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Îò ¾Ýäèïà¿ òðåáóåòñÿ ðåøàòü ïîëó÷åííóþ ¾ïîäçàäà÷ó¿ íà òåõ æå ïðèíöèïàõ, ÷òî è ëþáóþ
çàäà÷ó èç êëàññà NP (ðàç ìû èùåì ïîëíûé àëãîðèòì-ðåøåíèå, ñïîñîáíûé ñâîäèòü ïðîèçâîëüíóþ
çàäà÷ó èç êëàññà NP ê çàäà÷å èç êëàññà P). È òîãäà âðåìÿ îòâåòà ¾Ýäèïà¿ äëÿ ÷àñòíîé çàäà÷è èç
¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿ ñ å¼ îãðàíè÷èâàþùèì ïîëèíîìîì íà âðåìÿ ðàáîòû pSphS(|S|) äîëæíî
áóäåò óëîæèòüñÿ â åãî (¾Ýäèïà¿) îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì îò òåõ æå çíà÷èìûõ àðãóìåíòîâ
� pOedS(|S|). À òàêîé îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì äëÿ âðåìåíè ðàáîòà ¾Ýäèïà¿ ïðè îòâåòå íà
¾ñïåöèàëüíûé âîïðîñ¿ ìîæåò áûòü íåïîëèíîìèàëüíî ìåíüøå, ÷åì ó àëãîðèòìà-ïðîâåðêè äëÿ
îáùåé çàäà÷è � p0(|S|, |s|, ...).

Ïðè òàêîì ïîâåäåíèè ¾Ýäèïà¿ áóäåò ñîáëþä¼í è ïðèíöèï ðåøåíèÿ çàäà÷ èç êëàññà NP:
âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ íå äîëæíî ïðåâûøàòü íåêîòîðîãî ïîëèíîìà îò òåõ çíà÷å-
íèé, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îãðàíè÷èâàþùèé ïîëèíîì äëÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâåðêè.
È áóäåò ñîáëþä¼í ïðèíöèï èäåíòè÷íîñòè òðåáîâàíèé ê ðåøåíèþ çàäà÷ � ñîñòàâëåííûõ ïîäñòà-
íîâêîé íóæíûõ çàâèñèìîñòåé â íåêîòîðûå ïàðàìåòðû èç áîëåå îáùåé çàäà÷è � ñ îäíîé ñòîðîíû,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû � òå æå çàäà÷è, íî â êîòîðûõ ýòè æå çàâèñèìîñòè èçíà÷àëüíî ñ÷èòàþòñÿ
ôèêñèðîâàííûìè (÷àñòüþ ïðîãðàììû).

Îáîáùèì ïîëó÷åííûé âûâîä:
Åñëè äëÿ ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿ àëãîðèòìà ¾Ñôèíêñ¿ î âîçìîæíîñòÿõ àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿

èìååòñÿ îãðàíè÷èâàþùèé ïîëèíîì p0(|x1|, |x2|, ...) íà âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ¾ïîäñêàçêè¿, òî êîð-
ðåêòíûé àëãîðèòì ¾Ýäèï¿, ñïîñîáíûé ñâîäèòü çàäà÷è èç êëàññà NP ê çàäà÷àì èç êëàññà P,
íàéä¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò (åñëè îí åñòü) èëè âûäàñò 0 (åñëè ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ íå ñîäåð-
æèò ïðàâèëüíîãî îòâåòà) çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå íåêîòîðûì ïîëèíîìîì îò òåõ æå àðãóìåíòîâ
p(|x1|, |x2|, ...).

2.5. Äëÿ òåõ, êòî ïîìíèò ïóíêò 5 èç ðàçäåëà 1 ¾Çàäà÷è èç êëàññîâ NP è P, NP+ è P+¿
ïîÿñíþ, ÷òî ïîëèíîìèàëüíîñòü âðåìåíè ðàáîòû äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ àòðèáóòîì ìàññîâîé,
à íå åäèíè÷íîé çàäà÷è � òî åñòü, íå âñå ïàðàìåòðû (àðãóìåíòû), îòíîñÿùèåñÿ ê ¾ïåðñîíàëü-
íîé ïîäñêàçêå¿ â íåé ìîãóò áûòü çàôèêñèðîâàíû. Óæå è ïî ýòîé ïðè÷èíå íàì ïîòðåáîâàëèñü
äîïîëíèòåëüíûå àðãóìåíòû S, s.

3. Âîçíèêàåò âîïðîñ îá óìåñòíîñòè òðåáîâàíèÿ îò êîððåêòíîãî ¾Ýäèïà¿ âûÿâëÿòü ¾ïîäçà-
äà÷è¿, êîòîðûå ïóñòü ðåàëüíî ñóùåñòâóþò âíóòðè îáùåé çàäà÷è, íî íå â ¾ãîòîâîì âèäå¿. Íî
â òàêîì íàøåì òðåáîâàíèè ê êîððåêòíîìó ¾Ýäèïó¿ ìû íå íàðóøàåì ñàì ïðèíöèï òðåáîâàíèÿ
ê ¾Ýäèïó¿ � ¾ïîíèìàòü óñëîâíîñòè¿. Äàæå ¾ãîòîâûé âèä¿ çàäà÷è èç êëàññà NP � ýòî íåêàÿ
óñëîâíîñòü. Ìû äàæå èíôîðìàöèþ îá àëãîðèòìå ïðîâåðêè ¾Ñôèíêñ¿ ïåðåäà¼ì íà êàêîì-òî
ÿçûêå. À ýòî ìîæåò áûòü Pascal, C, Prolog èëè äàæå íà ðóññêîì � èç ïðîãðàììû áóõó÷¼òà 1Ñ.
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Â ñôåðå IT âîïðîñ âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó ïðîãðàììàìè ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ. Íà-
ïèñàíû îáú¼ìíûå òåõíîëîãè÷åñêèå ñòàíäàðòû òèïà com+, Corba, ïðîãðàììû íà .Net ñîäåðæàò
â ñåáå ¾ìàíèôåñòû¿ äëÿ äðóãèõ ïðîãðàìì, â Èíòåðíåòå ðàáîòàåò ìíîæåñòâî ïðîòîêîëîâ âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ìåæäó êëèåíòîì è ñåðâåðîì è ò.ä. è ò.ï. È ýòî âñ¼ � íå ïðèíöèïèàëüíûå âîïðîñû,
à âîïðîñû ïðèíÿòûõ óñëîâíîñòåé. Ìû ïðîñòî ðàññìàòðèâàåì òå àëãîðèòìû-ðåøåíèÿ, êîòîðûå
¾ïîíèìàþò¿ íóæíûé íàì ¾ïðîòîêîë¿. Åñëè íàøà ïðîãðàììà îðèåíòèðîâàíà íà ðóññêèé ÿçûê,
òî ¾àíãëèéñêèå¿ àëãîðèòìû-ðåøåíèÿ å¼ íå ïîéìóò, íî âàæåí ïðèíöèï âîçìîæíîñòè ðåøèòü (èëè
íåâîçìîæíîñòè ðåøèòü) ñî ñòîðîíû òîé ïðîãðàììû, êîòîðàÿ ¾ïîíèìàåò¿ íå ïðèíöèïèàëüíûå
óñëîâíîñòè.

Äàæå ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ âûäà¼òñÿ ïî îïðåäåë¼ííîìó ïðîòîêîëó. Êàê ¾Ýäèïó¿ âû-
äåëèòü íóæíóþ ¾ïîäçàäà÷ó¿? Òàêîé âîïðîñ ñòîÿë áû, åñëè áû ó íàñ áûëî ìíîæåñòâî ¾ñïåöè-
àëüíûõ çàäà÷¿, òîãäà è ¾Ñôèíêñ¿ áûë áû íàïèñàí èíà÷å � è íàìíîãî ñëîæíåå (â ñîîòâåòñòâèè
ñ êàêèì-íèáóäü òåõíîëîãè÷åñêèì ñòàíäàðòîì, íàïðèìåð). Íî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèøü
îäíó ¾ñïåöèàëüíóþ çàäà÷ó¿ � ¾ÀíòèÝäèï¿ (äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ¾Ýäèïà¿). Íàø ïðîòîêîë, êî-
òîðûé äîëæåí ïîíèìàòü ¾Ýäèï¿, ìîæíî óïðîñòèòü äî òàêîãî: ¾Èùè ïåðñîíàëüíóþ ïîäñêàçêó
ó ¾Ñôèíêñà¿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî òåáå ¾ÀíòèÝäèïà¿.

È åù¼ � ïî ïîâîäó òîãî, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è èç êëàññà NP àëãîðèòì-
ðåøåíèå äîëæåí íàéòè è èñïîëüçîâàòü â äàííîé çàäà÷å ¾ïåðñîíàëüíóþ ïîäñêàçêó¿ äëÿ ñåáÿ:

Íàñ âåäü íå óäèâëÿåò, ÷òî â ðåàëüíîé æèçíè çàäà÷è, êîòîðûå ìû ðåøàåì � îáû÷íî ïîñòàâ-
ëåíû ïåðñîíàëüíî ïåðåä íàìè? Èëè ïåðåä íàøèì êîëëåêòèâîì? Èíîãäà èõ ñòàâÿò ëþäè, èíîãäà
¾æèçíü¿ èëè ¾âîëÿ áîæüÿ¿ - êîìó êàê íðàâèòñÿ ñ÷èòàòü. È òî, ÷òî âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çà-
äà÷è è ðåçóëüòàò ðåøåíèÿ çàâèñÿò îò ¾èñïîëíèòåëÿ¿ � êàê ïðàâèëî � ôàêò. À òî, ÷òî ïîäîáíûå
ôàêòû äî ñèõ ïîð íå áûëè ôîðìàëèçîâàíû â ìàòåìàòèêå � îãðîìíîå óïóùåíèå, êîòîðîå áóäåò
èñïðàâëåíî â äàííîé ðàáîòå. È ýòî ãîðàçäî áîëåå ïðèíöèïèàëüíàÿ è èíòåðåñíàÿ ÷àñòü ðàáîòû,
÷åì äîêàçàòåëüñòâî NP 6= P � íà ìîé âçãëÿä.

Åù¼ êîå-÷òî î äîïîëíèòåëüíîé ¾ñëîæíîñòè¿ � ïîíÿòü, ÷òî ðå÷ü ¾î òåáå¿ � áóäåò ñêàçàíî â
äàííîì ðàçäåëå íèæå â ïóíêòå 5.1.

4.1. Çàìåòèì, ÷òî ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ äëÿ ¾Ýäèïà¿ ïðî åãî âîçìîæíîñòü äîêàçàòü
òåîðåìó t � ýòî âîâñå íå îòâåò 0 íà âñå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå íå ìîæåò äàòü ¾Ýäèï¿. ¾Ýäèï¿
äà¼ò â ëó÷øåì ñëó÷àå îäíî äîêàçàòåëüñòâî äëÿ çàäàííîé åìó äëÿ äîêàçûâàíèÿ òåîðåìû, à
ìîæåò è âîâñå íå îñòàíîâèòüñÿ, è íå äàòü íè÷åãî. ¾Ïåðñîíàëüíûå ïîäñêàçêè¿ - ýòî îáû÷íûé
(ïðè àðãóìåíòå äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿) ðåçóëüòàò àëãîðèòìà ïðîâåðêè, â êîòîðîì èñêëþ÷åíû èç
÷èñëà êîððåêòíûõ òå äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå àëãîðèòì-ðåøåíèå íå ìîæåò âûäàòü ïî êàêîé-òî
ïðè÷èíå. Íàïðèìåð:

Âñå äîêàçàòåëüñòâà, äîêàçûâàþùèå äàííóþ òåîðåìó ïðî ¾ÀíòèÝäèï¿, êðîìå òåõ äîêàçà-
òåëüñòâ, êîòîðûå ¾Ýäèï¿ íå ìîæåò äîêàçàòü â ñèëó òîãî, ÷òî îí íå ìîæåò ïðåäñêàçàòü ïîâåäåíèå
¾Àíòè-Ýäèïà¿.

Ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà � ýòî äîïîëíèòåëüíûé ôèëüòð, íå ïðîïóñêàþùèé êîå-÷òî èç òîãî,
÷òî ïî êàêèì-òî ïðè÷èíàì íå ìîæåò áûòü ñãåíåðèðîâàíî àëãîðèòìîì-ðåøåíèåì.

Ýòî êàê ïðè ðàñøèðåíèè èñõîäíîé òåîðèè Ïåàíî íîâûìè àêñèîìàìè àðèôìåòèêè � êàæäàÿ
íîâàÿ àêñèîìà � äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå, êîòîðîå íå äîïóñêàåò (ïîä óãðîçîé ïðåâðàùåíèÿ
òåîðèè â ïðîòèâîðå÷èâóþ) äîáàâëåíèÿ â òåîðèþ òåõ óòâåðæäåíèé, êîòîðûå áóäóò ïðîòèâî-
ðå÷èòü íîâîé àêñèîìå. Íî ïðè ýòîì îòñóòñòâèå êàêèõ-òî àêñèîì íå îçíà÷àåò ïðîòèâîðå÷èÿ �
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àêñèîì âñåãäà ¾íå õâàòàåò¿ (òåîðèè íåïîëíû) â òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà, êîòîðûå ýôôåêòèâíî
àêñèîìàòèçèðóåìû. Ïðè ýòîì èç äâóõ îòðèöàþùèõ äðóã äðóãà óòâåðæäåíèé ëèøü îäíî èñòèííî
â ïîëíîé àðèôìåòèêå, íî âûðàçèòü ýòîò ôàêò äîñòóïíûå íàì äëÿ ïîíèìàíèÿ òåîðèè íå ìîãóò.
Çàòî ýòî òàêèå òåîðèè, ñ êîòîðûìè ìîæíî ðàáîòàòü íà áàçå àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Òàêæå è ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ äëÿ ¾Ýäèïà¿ - îñòàâëÿåò áåç ¾çàïðåòà¿ êàêèå-òî âàðè-
àíòû îòâåòîâ, êîòîðûå äëÿ ¾Ýäèïà¿ èñêëþ÷åíû. Çàòî ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ ìîæåò áûòü
ïîëó÷åíà ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî.

È äëÿ âñåõ ¾îáû÷íûõ¿ (íå ¾Ýäèïîâ¿ â îòíîøåíèè òåîðåìû t) àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé òîãäà
áóäåò âåðíî ðàâåíñòâî:

Sph(NotOed(Sph(..., ..., ...),−, t), t, y) = Sph(−, t, y)
4.2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à èç êëàññà NP â îáùåì ñëó÷àå ïîäðàçóìåâàåò íàëè÷èå ó àëãîðèòìà-

ïðîâåðêè îòâåòîâ, çàâèñÿùèõ îò àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé (îòâåòû, çàâèñÿùèå îò àðãóìåíòà äîëãà
ñ ñîîòâåòñòâóþùèì çíà÷åíèåì). Âûäåëåíèå àðãóìåíòà äîëãà â îòäåëüíûé àðãóìåíò � îïåðàöèÿ
óñëîâíàÿ. Ñî âðåì¼í ¾êàíòîðîâîé ïàðû¿, èçâåñòíî, ÷òî â îäíî çíà÷åíèå (â îäèí àðãóìåíò) ìîæ-
íî ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî ¾óïàêîâàòü¿ è ¾ðàñïàêîâàòü¿ ñêîëüêî óãîäíî ìíîãî çíà÷åíèé. Íî
ìîæåò îêàçàòüñÿ è òàê, ÷òî â çàäà÷å èç NP íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ ¾ïåðñîíàëüíûõ ïîäñêàçîê¿.
Òîãäà ìû ïîëó÷àåì ¾êëàññè÷åñêóþ¿ çàäà÷ó èç NP èëè ¾çàäà÷ó Êóêà¿. Äàäèì îïðåäåëåíèå:

Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è èç NP (èëè çàäà÷è Êóêà) - òå, êîòîðûå íåëüçÿ ñâåñòè ê çàäà÷àì ñî
çíà÷èìûì àðãóìåíòîì äîëãà. Êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à � ýòî çàäà÷à èç NP ñ íåçíà÷èìûì àðãóìåíòîì
äîëãà (êîãäà äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé èíôîðìàöèÿ îäèíàêîâàÿ).

×òîáû êàê-òî îòëè÷èòü ¾íå êëàññè÷åñêèå¿ çàäà÷è èç NP îò çàäà÷ Êóêà, íàçîâ¼ì íåêëàññè÷å-
ñêèå çàäà÷è � ¾àâòîðèçóåìûå çàäà÷è èç êëàññà NP¿. ¾Àâòîðèçàöèÿ¿ - òåðìèí èç ñôåðû IT. Òàêîå
íàçâàíèå îòðàæàåò òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ äàííûõ çàäà÷ îò àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ
òðåáóåòñÿ ñïîñîáíîñòü îòëè÷àòü ¾ñåáÿ¿ îò ¾íå ñåáÿ¿, òðåáóåòñÿ óìåòü èñïîëüçîâàòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ¾òåáå¿ ïåðñîíàëüíóþ èíôîðìàöèþ, êîòîðóþ ìîæåò âûäàòü ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì
çàïðîñå àëãîðèòì ïðîâåðêè.

4.3. È çàäà÷ó Êóêà äåéñòâèòåëüíî ìîæíî ñâåñòè ê ÊÍÔ (êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìå), êàê ýòî äåëàåòñÿ â òåîðåìå Êóêà. Îòìå÷ó òîëüêî, ÷òî ïîñûëêà òåîðåìû Êóêà î íàëè÷èè
ãîòîâîé èíôîðìàöèè îá îãðàíè÷èâàþùåì àëãîðèòìå (äëÿ âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâåðêè)
îøèáî÷íà. Íî ìîæíî, âèäèìî, èñïðàâèòü äàííóþ îøèáêó ïåðåáîðîì ¾êàíäèäàòîâ¿ â îãðàíè÷è-
âàþùèå àëãîðèòìû â âèäå 2n ∗ x2n . Òîãäà äëÿ êàêîãî-òî n áóäåò äîñòèãíóò (åñëè ýòî äåéñòâè-
òåëüíî çàäà÷à Êóêà) îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì (ñ ¾ïåðåë¼òîì¿ ñòåïåíè, ñêîðåå âñåãî, íî âñ¼
ðàâíî ïîëèíîìèàëüíûé), à ïðåäûäóùèõ i < n øàãîâ áóäåò ëèøü ëîãàðèôìè÷åñêîå êîëè÷åñòâî
îò íàéäåííîãî n, ÷òî íå ïîâëèÿåò íà ïîëèíîìèàëüíîñòü.

Ðàçóìååòñÿ, ïðåäëàãàåìîå èñïðàâëåíèå îøèáêè â òåîðåìå Êóêà íå ïîçâîëÿåò, âîîáùå ãîâîðÿ,
îòëè÷èòü çàäà÷è èç NP îò òåõ, äëÿ êîòîðûõ îãðàíè÷èâàþùåãî àëãîðèòìà íåò. Ýòî è çàêîíîìåðíî
�íåò îòðèöàòåëüíîãî òåñòà íà îñòàíîâêó àëãîðèòìà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåò îòðèöàòåëüíîãî òåñòà
íà ïðèíàäëåæíîñòü àëãîðèòìà ê êëàññó NP (ñ íàëè÷èåì îãðàíè÷èâàþùåãî àëãîðèòìà). ×òî
î÷åâèäíî ñ ó÷¼òîì ïóíêòà 5 èç ðàçäåëà 1 ¾Çàäà÷è èç êëàññîâ NP è P, NP+ è P+¿.

Åñëè æå çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Êóêà, òî ïðåäëîæåííûé ïåðåáîð n áóäåò êîíå÷íûì, òàê
êàê ðåøåíèå â êàæäîì èñïûòûâàåìîì ñëó÷àå äîïóñêàåò ïðîâåðêó ïðè ïîìîùè àëãîðèòìà ïðî-
âåðêè � îäèíàêîâîì äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ-ðåøåíèé. Îäíàêî äëÿ àâòîðèçóåìûõ çàäà÷ èç NP äåëî
îáñòîèò èíà÷å (è íå òîëüêî â îòíîøåíèè ïðîâåðêè).
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4.4. ßñíî, ÷òî ïðåâðàùåíèå â ÊÍÔ � ýòî ðàçáîð ïðîãðàììíîãî òåêñòà àëãîðèòìà ïðîâåðêè
è ïðèâåäåíèå åãî ê ñïåöèàëüíîìó âèäó � ñ öåëüþ íåêîãî ñòàíäàðòíîãî àíàëèçà, åñëè òàêîâîé
èìååòñÿ.

È ðàçáîð ïðîãðàììíîãî êîäà â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèì, ïîòîìó ÷òî ïðîñòî çàïóñêàòü àë-
ãîðèòì ïðîâåðêè ïðè ðàçíûõ àðãóìåíòàõ è òàêèì ïóò¼ì íàéòè íóæíîå äîêàçàòåëüñòâî � íå
ïîëó÷èòñÿ áûñòðî: ýòî íåïîëèíîìèàëüíî äîëãèé ïåðåáîð. Ïîýòîìó âûõîä � â àíàëèçå òåêñòà
ïðîãðàììû, à óæ êàê äåëàòü ýòîò àíàëèç � ÷åðåç ïðèâåäåíèå ê ÊÍÔ èëè èíà÷å � âîïðîñ âòî-
ðîé.

4.5. Èíòåðåñíî, ÷òî â îñíîâå çàäà÷è Êóêà ìîæåò áûòü è òåîðèÿ Ïåàíî, êîòîðàÿ, âðîäå áû, íå
ñâîäèòñÿ ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé. Íî ñàìà ïî ñåáå ïðîâåðêà äîêàçàòåëüñòâ � äåéñòâèå èñêëþ÷è-
òåëüíî ïðîñòîå � ïîýòîìó íà íåãî è îïèðàåòñÿ âåñü ôîðìàëèçì � è â ëîãèêå âûñêàçûâàíèé, è â
ñëîæíûõ òåîðèÿõ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïîäîáíóþ ïðîâåðêó ìîæíî ñâîäèòü ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé.
Íî! � êîãäà ðå÷ü èä¼ò î ñâîéñòâàõ àëãîðèòìîâ è èõ âîçìîæíîñòÿõ ïî âûäà÷å ðåçóëüòàòîâ � òî
òîãäà èíîå äåëî.

È àëãîðèòì ïðîâåðêè ¾Ñôèíêñ¿ ñ ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêîé¿ ñîäåðæèò â ñåáå íå ïðîñòî
îáû÷íûé àëãîðèòì ïðîâåðêè äîêàçàòåëüñòâ, íî è âûðàæàåò çàâèñèìîñòü ðåçóëüòàòà ïðîâåðêè îò
íåêîãî àëãîðèòìà (¾Ýäèïà¿). À ýòî óæå çàäåéñòâóåò áîëåå áîãàòûå âîçìîæíîñòè òåîðèè Ïåàíî,
÷åì òå, êîòîðûå ìû èñïîëüçóåì ïðè ïðîâåðêå äîêàçàòåëüñòâ. È âîò çäåñü ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèé
çàäà÷à óæå � íå ñâîäèòñÿ.

4.6. È íå ñâîäèòñÿ ïîòîìó, ÷òî ïîëó÷àÿ àëãîðèòì ïðîâåðêè � àëãîðèòì-ðåøåíèå äîëæåí
¾ïîíÿòü¿, íåò ëè ¾ïåðñîíàëüíîé èíôîðìàöèè¿ äëÿ íåãî. À ýòî óæå âûáîð � íà îñíîâå òåðìà. À
ê ëîãèêå âûñêàçûâàíèÿ èíäèâèäíûå ïåðåìåííûå è ñèìâîëû íå ñâîäÿòñÿ.

Èíòåðåñíûå ïîäðîáíîñòè î íåîáõîäèìîñòè âûõîäà çà ðàìêè ëîãèêè âûñêàçûâàíèé äëÿ ìà-
òåìàòèêè ìîæíî ïî÷èòàòü â ¾Îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè¿:

Áåç èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ è èíäèâèäíûõ ñèìâîëîâ ëîãèêà âûñêàçûâàíèé ¾. . . îáõîäèò
ñòîðîíîé îäèí î÷åíü ñóùåñòâåííûé ëîãè÷åñêèé ìîìåíò, à èìåííî � îòíîøåíèå ñêàçóåìîãî ê
ïîäëåæàùåìó, ò.å. ñâÿçü ìåæäó ñóáúåêòîì è ïðåäèêàòîì¿ - ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ Ä. Ãèëü-
áåðò, Ï. Áåðíàéñ, Òîì 1, Ãëàâà IV ¾Ôîðìàëèçàöèÿ ïðîöåññà âûâîäà II: Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ¿,
Ïàðàãðàô 1. ¾Ââåäåíèå èíäèâèäíûõ ïåðåìåííûõ . . . ¿. È äàëåå � èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèé ñ èí-
äèâèäíûìè ñèìâîëàìè è ïåðåìåííûìè, ëþáîå êîððåêòíîå ñî÷åòàíèÿ êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò èç
ñåáÿ ¾òåðì¿ - ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ Ä. Ãèëüáåðò, Ï. Áåðíàéñ, Òîì 1, Ãëàâà V ¾Èñ÷èñëå-
íèå ïðåäèêàòîâ ñ ðàâåíñòâîì . . . ¿, Ïàðàãðàô 1. ¾Ðàñøèðåííûé ôîðìàëèçì¿, ï. 5 ¾Äîáàâëåíèå
ôóíêöèîíàëüíûõ çíàêîâ: ïîíÿòèå òåðìà . . . ¿.

5.1. Çäåñü ïåðåä àëãîðèòìîì-ðåøåíèåì âîçíèêàåò äîïîëíèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü � ïîíÿòü, ÷òî
ðå÷ü ¾î òåáå¿. Íî ýòî îäíà èç ðåøàåìûõ ñëîæíîñòåé è ÷åì îíà ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
ëþáûõ äðóãèõ ñëîæíîñòåé ïðè ïîèñêå îòâåòà íà âîïðîñ? Ñëîæíîñòè áûâàþò ñàìûå íåâåðîÿòíûå
è ó ìíîãèõ ñëîæíîñòåé � íåò ïîêà ÷òî ñïîñîáà ðåøåíèÿ (à ó íåêîòîðûõ íåðàçðåøèìûõ âîïðîñîâ
âîîáùå íèêîãäà íå áóäåò ðåøåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå) � â îòëè÷èå îò ¾ðàñïîçíàíèÿ ñåáÿ¿. Äëÿ
òàêîãî ðàñïîçíàíèÿ ïîäõîäèò, íàïðèìåð, ìåòîä äèàãîíàëèçàöèè.

Åñòü ïîëèíîìèàëüíî áûñòðàÿ èíôîðìàöèÿ î âîçìîæíîñòÿõ äàííîãî àëãîðèòìà? Äà. ßâëÿåò-
ñÿ ëè ýòà çàäà÷à èç êëàññà NP? Äà. Ìîæíî ïîñòàâèòü âîïðîñ î âîçìîæíîñòè äàííîãî àëãîðèòìà-
ðåøåíèÿ âûäàòü ñîîòâåòñòâóþùèé îòâåò çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îò âðåìåíè íà ïîëó÷åíèå
äàííîé ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿? Äà. Áóäåò ëè ýòîò îòâåò èç êëàññà P äëÿ òàêîé ïîäçàäà÷è?
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Äà.
Íî ïðè ýòîì âûÿñíèëîñü, ÷òî çàäà÷à èìååò ðàçíûå ïðàâèëüíûå ðåøåíèÿ äëÿ ðàçíûõ àëãîðèòìîâ-

ðåøåíèé. È ýòî òà îñîáåííîñòü, êîòîðàÿ íå ñâîäèòñÿ ê îäíîé ÊÍÔ íà âñå àëãîðèòìû-ðåøåíèÿ.
5.2. È, ðàçóìååòñÿ, ó íàñ íåò èíòåðåñà ê ¾íåêëàññè÷åñêèì¿ çàäà÷àì èç P � ìû äîêàçûâàåì

íåïîëíîòó èìåííî îòíîñèòåëüíî ñâåäåíèÿ NP ê ¾îáû÷íûì¿ çàäà÷àì èç P (èëè NP+ ê P+) è
äðóãèìè çäåñü íå èíòåðåñóåìñÿ.

7 NP 6= P
×òîáû ïîñòðîèòü àâòîðèçóåìóþ çàäà÷ó èç êëàññà NP, êîòîðóþ íå ìîæåò ðåøèòü (ñâåñòè

ê çàäà÷å èç êëàññà P) ïîëíûì îáðàçîì íè îäèí àëãîðèòì-ðåøåíèå, ìû ïîñòóïèì ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

1.1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ ¾Ýäèï¿ ìû ïîñòðîèì àëãîðèòì ¾ÀíòèÝäèï¿,
ïðî ðåçóëüòàò ðàáîòû êîòîðîãî ¾Ýäèï¿ çàâåäîìî íå ìîæåò äîêàçàòü ñîîòâåòñòâóþùåå óòâåð-
æäåíèå.

1.2. È â íàøåé àâòîðèçóåìîé çàäà÷å ¾Ñôèíêñ¿ èç êëàññà NP áóäåò ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàç-
êà¿ äëÿ ¾Ýäèïà¿, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðîé êîððåêòíûé àëãîðèòì-ðåøåíèå ¾Ýäèï¿ äîëæåí
âåðíóòü íîëü � ¾íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ ïðî ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà
ÀíòèÝäèï¿. Ïðèòîì îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì äàííîé ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿ ó àëãîðèòìà
¾Ñôèíêñ¿ áóäåò íåïîëèíîìèàëüíî ìåíüøèì (¾Ñôèíêñ¿ ïî ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêå¿ áóäåò ðà-
áîòàòü íåïîëèíîìèàëüíî ìåíüøåå êîëè÷åñòâî øàãîâ), ÷åì îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì áàçîâîãî
àëãîðèòìà ïðîâåðêè (¾îáùèé¿ îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì) çàäà÷è ¾Ñôèíêñ¿.

1.3. È âåðíóòü ðåçóëüòàò êîððåêòíûé ¾Ýäèï¿ äîëæåí áóäåò ïîëèíîìèàëüíî áûñòðî ïî ìåð-
êàì âðåìåíè ïîëó÷åíèÿ ïîäñêàçêè, ÷òî äîëæíî ïîçâîëèòü íåêèì äðóãèì àëãîðèòìàì íàéòè
â ðàìêàõ äîïóñòèìîãî ðàçìåðà äîêàçàòåëüñòâî î ðåçóëüòàòå ðàáîòû ¾ÀíòèÝäèïà¿, êîòîðîå íå
íàø¼ë (è íå ìîã íàéòè) ¾Ýäèï¿.

2.1. Çà îñíîâó àëãîðèòìà ïðîâåðêè âîçüì¼ì òåîðèþ íà áàçå Ïåàíî, ñïîñîáíóþ ïðåäñòàâëÿòü
ïðîèçâîëüíûå àëãîðèòìû. Áàçîâûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðè äîïóñòèìîì ðàçìåðå äîêàçàòåëü-
ñòâà ïðîâåðÿåò ñòàíäàðòíûì àëãîðèòìîì ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèå òåîðåìû è äîêàçàòåëüñòâà. À
âîò êàêîé ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà áóäåò äîïóñòèìûì â áàçîâîé ïðîâåðêå � ýòî ìû çàäàäèì ñïå-
öèàëüíûìè àðãóìåíòàìè ðàçìåðà. Òîãäà ¾Ñôèíêñ¿ äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ àðãóìåíòîâ ïðèìåò
òàêîé âèä:

Sph(d, t, S, s, y)
Ãäå S � ÷èñëî, çàäàþùåå ìàêñèìàëüíóþ äëèíó äîêàçàòåëüñòâà. ×èñëî S çàïèñàíî â äåñÿ-

òè÷íîì (íàïðèìåð) âèäå, à s � ñîîòâåòñòâóþùàÿ (èíà÷å àëãîðèòì ïðîâåðêè âûäàñò 0) äàííîìó
÷èñëó S ñòðîêà èç ñèìâîëîâ ¾1¿ äëèíîé S ñèìâîëîâ, íàïðèìåð. Íî äëèíà ñòðîêè s ìîæåò áûòü
ðàâíà, ñêàæåì, è S1/10. Òî åñòü � êîðåíü äåñÿòîé ñòåïåíè îò S. Ìîæíî ïîñòàâèòü êîðåíü ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé ñòåïåíè � âñ¼ ðàâíî ðàçìåð |s| áóäåò íåïîëèíîìèàëüíî áîëüøå ðàçìåðà ÷èñëà
S, çàïèñàííîãî â ñòàíäàðòíîì ïîçèöèîííîì (äåñÿòè÷íîì, ê ïðèìðó) âèäå.

Äëÿ ÷åãî íóæíà ñòðîêà s? Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçìåð ïðîâåðÿåìîãî äîêàçàòåëüñòâà èìåë êàêîå-
òî ïîëèíîìèàëüíîå ñîîòâåòñòâèå ñ ðàçìåðîì àðãóìåíòîâ. Â ñëó÷àå àíàëîãè÷íîé çàäà÷è èç êëàñ-
ñà NP+ âñå ðàññóæäåíèÿ îêàçûâàþòñÿ çíà÷èòåëüíî ïðîùå, à àðãóìåíò s èñ÷åçàåò èç ðàññìîò-
ðåíèÿ. Íî áóäåì ðàçáèðàòüñÿ ñðàçó ñ çàäà÷åé èç êëàññà NP, à çàäà÷à èç êëàññà NP+ áóäåò
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ðàçîáðàíà ïðè ýòîì àâòîìàòè÷åñêè � ìåòîäîì ñîêðàùåíèÿ ðàññóæäåíèé, ñâÿçàííûõ ñ àðãóìåí-
òîì s.

Àðãóìåíòû S, s áóäåì íàçûâàòü ¾àðãóìåíòû ðàçìåðà¿. Àðãóìåíò S áóäåì íàçûâàòü ¾÷èñëî
èç àðãóìåíòîâ ðàçìåðà¿, à àðãóìåíò s � ¾ñòðîêà èç àðãóìåíòîâ ðàçìåðà¿.

2.2. Óñëîâèìñÿ îá îáîçíà÷åíèè � ïðàâèëüíûé àðãóìåíò s ïîëó÷àåòñÿ òîãäà, êîãäà s = s1(S).
Òî åñòü, àëãîðèòì s1(S) ãåíåðèðóåò ñòðîêó èç ñèìâîëîâ ¾1¿ íóæíîãî äëÿ êîððåêòíîãî s ðàçìåðà.
Åñëè ñòðîêà s îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà s1(S), òî áàçîâûé àëãîðèòì ïðîâåðêè çàäà÷è ¾Ñôèíêñ¿
âîçâðàùàåò 0 (Íîëü). Äëÿ áàçîâîé ïðîâåðêè çíà÷åíèå àðãóìåíòà äîëãà áóäåò � ¾îáúåêòèâíî¿,
òî åñòü, ðàâíûì ñèìâîëó −.

3. Íà÷íåì ðåàëèçàöèþ ïëàíà, íàìå÷åííîãî â ïóíêòå 1.1.
Ðàññìîòðè àëãîðèòì ¾Ýäèï¿ ñ òåîðåìîé î ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ¾ÀíòèÝäèï¿, àðãó-

ìåíòîì äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿ (çíà÷åíèå àðãóìåíòà −) è ÷èñëîì èç àðãóìåíòîâ ðàçìåðà S:
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s)
Äëÿ íàïèñàííîãî àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿ ñ ïðèâåä¼ííûìè àðãóìåíòàìè íàì íóæåí òàêîé àëãî-

ðèòì ¾ÀíòèÝäèï¿, íà îñíîâå êîòîðîãî áóäåò ñôîðìèðîâàíà òåîðåìà AntiOedS() = 0. Ðàçóìå-
åòñÿ, äëÿ ðàçíûõ S áóäóò ðàçíûå ¾ÀíòèÝäèïû¿. Àëãîðèòì AntiOedS() ðàáîòàåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

3.1. Ôîðìèðóåò òåêñò òåîðåìû
AntiOedS() = 0
3.2. Çàïóñêàåò ¾Ýäèïà¿ ñî ñëåäóþùèìè àðãóìåíòàìè:
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))
Ïðèòîì â ïðîãðàììíîì êîäå àëãîðèòìà ¾ÀíòèÝäèï¿ ñòðîêà èç àðãóìåíòîâ ðàçìåðà ¾Ýäèïà¿

ãåíåðèðóåòñÿ èç ñæàòîãî ïðåäñòàâëåíèÿ: Ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé ïðèñâàèâàåòñÿ ðåçóëü-
òàò ðàáîòû s1(S), à óæå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå ñòðîêè èç àðãó-
ìåíòîâ ðàçìåðà ïðè çàïóñêå ¾Ýäèïà¿. Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðû ïðîãðàììíîãî êîäà àëãîðèòìà
¾ÀíòèÝäèï¿ è òåîðåìû AntiOedS() = 0 áóäóò íåïîëèíîìèàëüíî ìàëû îòíîñèòåëüíî ñòðîêè s
èç àðãóìåíòîâ ðàçìåðà ¾Ýäèïà¿ ñ íóæíûìè íàì àðãóìåíòàìè.

3.3. Æäåò ðåçóëüòàòà ðàáîòû ¾Ýäèïà¿ è äåéñòâóåò â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ÷òî âûäàñò
¾Ýäèï¿:

3.4. Åñëè Ýäèï âîçâðàùàåò 0 � ¾íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî¿, òî ¾ÀíòèÝäèï¿ âîçâðàùàåò
â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà 0 è îñòàíàâëèâàåòñÿ, äîêàçàâ äåëîì òåîðåìó AntiOedS() = 0

3.5. Åñëè ¾Ýäèï¿ âîçâðàùàåò êàêóþ-òî ñòðîêó â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà, òî ¾ÀíòèÝäèï¿
ïûòàåòñÿ âûäåëèòü ðåçóëüòàò äîêàçàòåëüñòâà � óòâåðæäåíèå AntiOedS() = 0 â êà÷åñòâå ïîñëåä-
íåãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà. È äåéñòâóåò â çàâèñèìîñòè îò óñïåõà òàêîãî âûäåëåíèÿ:

3.6. Åñëè âûäåëåíèå íå óäàëîñü, òî òåîðåìà íå äîêàçàíà è èñïîëíÿåòñÿ ïóíêò 3.4.
3.7. Åñëè âûäåëåíèå óäàëîñü, òî AntiOedS() âîçâðàùàåò 1 è îñòàíàâëèâàåòñÿ. Äîêàçàâ äåëîì,

÷òî òåîðåìó AntiOedS() = 0 íåëüçÿ äîêàçàòü.
Çàìå÷àíèå. Â ïîñòðîåíèè íàøåé çàäà÷è è îáîñíîâàíèè å¼ ñâîéñòâ ìû ñåé÷àñ íåÿâíî èñïîëü-

çîâàëè íåïðîòèâîðå÷èâîñòü òîé òåîðèè, êîòîðàÿ ëåæèò â å¼ îñíîâå (òåîðèÿ Ïåàíî èëè ïîäîáíàÿ
åé). Èìåííî îá ýòîì è ãîâîðèëîñü â ðàçäåëå 3 ¾Ñëîæíîñòü âîïðîñà î NP 6= P¿:

Â ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè áûëî áû äîêàçàíî âñ¼ � â òîì ÷èñëå äîêàçàòåëüñòâî ÷åãî óãîäíî
ìîã áû íàéòè è ¾Ýäèï¿ � íåçàâèñèìî îò òîãî, êàê áû ðàáîòàë ¾ÀíòèÝäèï¿. È, êñòàòè, ïðèíöèï
íåçàâèñèìîñòè àëãîðèòìà ïðîâåðêè áûë áû íàðóøåí.
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4.1 Îáîñíóåì, ÷òî âñåãäà ìîæíî ïîñòðîèòü âûøåîïèñàííûé àëãîðèòì ¾ÀíòèÝäèï¿ -AntiOedS()
äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòòìà ¾Ýäèï¿ è àðãóìåíòîâ âèäà:

Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−, t, S, s)
4.2. Âñå îïèñàííûå â ïóíêòå 3 äåéñòâèÿ ëåãêî ðåàëèçóþòñÿ ïðè ïîìîùè íåêîãî àëãîðèòìà-

ãåíåðàòîðà â îòíîøåíèè òàêîãî àëãîðèòìà AntiOedS(), ïðîãðàììíûé êîä êîòîðîãî áûë áû ïåðå-
äàí äëÿ îáðàáîòêè â àðãóìåíòåX. Òîãäà ëåãêî ñãåíåðèðîâàòü òåêñò óòâåðæäåíèåAntiOedS() = 0,
äðóãèå ñîîòâåòñòâóþùèå àðãóìåíòû äëÿ çàïóñêà ¾Ýäèïà¿ è çàïóñòèòü ñàì ¾Ýäèï¿, à çàòåì âû-
äàòü ñâîé ðåçóëüòàò ïîñëå òîãî, êàê ¾Ýäèï¿ âûäàñò ñâîé (åñëè ¾Ýäèï¿ îñòàíîâèòñÿ). Ìîæíî
ñõåìàòè÷åñêè (à ìîæíî è ïîäðîáíî � íî ýòî áåçäíà ðóòèíû) íàïèñàòü ïðîãðàììó äëÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî àëãîðèòìà-ãåíåðàòîðà.

4.3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäðàçäåëîì 5.2 ¾Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê
ñåáå¿ ìû ìîæåì èç àëãîðèòìà-ãåíåðàòîðà ïðåäûäóùåãî ïóíêòà ñäåëàòü àëãîðèòì, êîòîðûé âñå
äåéñòâèÿ, êîòîðûå àëãîðèòì-ãåíåðàòîð èñïîëíÿåò â îòíîøåíèè ïðîãðàììíîãî êîäà, ïîëó÷àåìî-
ãî â àðãóìåíòå X � áóäåò èñïîëíÿòü â îòíîøåíèè ñîáñòâåííîãî ïðîãðàììíîãî êîäà. È, òàêèì
îáðàçîì, ìû îïèñàëè ìåòîä (àëãîðèòì) ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà AntiOedS().

4.4. Åñëè êòî-òî ðåàëüíî çàõî÷åò ñòðîèòü AntiOedS() â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé äèàãîíà-
ëèçàöèè, òî ïóñòü îáðàòèò âíèìàíèå, ÷òî ñíà÷àëà íàäî ïîñòðîèòü àëãîðèòì-ãåíåðàòîð ñ îäíèì
àðãóìåíîì X. Â ýòîì àëãîðèòìå-ãåíåðàòîðå ïîòðåáóåòñÿ çàäàòü â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ
íóæíîå S, ïðîãðàììíûé êîä íóæíîãî ¾Ýäèïà¿ è ïðîãðàììíûé êîä ¾Ñôèíêñà¿. À óæå â îòíîøå-
íèè ýòîãî àëãîðèòìà-ãåíåðàòîðà ïðîâåñòè ïðîöåäóðó äèàãîíàëèçàöèè îòíîñèòåëüíî àðãóìåíòà
X. È íóæíûé AntiOedS() áóäåò ïîñòðîåí. Ñîáñòâåííî, â íàçâàíèè àëãîðèòìà AntiOedS() îòðà-
æåíî è òî, ÷òî îí ïîñòðîåí â îòíîøåíèè àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿ è òî, ÷òî ðàáîòà äàííîãî ¾Ýäèïà¿
ðàññìàòðèâàåòñÿ òîãäà, êîãäà ÷èñëîâàÿ ÷àñòü àðãóìåíòà ðàçìåðà ó íåãî ðàâíà S.

4.5. Äîñòàòî÷íî î÷åâèäíî, ÷òî àëãîðèòì ¾Ýäèï¿ ñ àðãóìåíòàìè ðàçìåðà S, s íå ìîæåò äî-
êàçàòü AntiOedS() = 0? Åñëè s êîððåêòíûé (s = s1(S)), òî AntiOedS() ïîñòðîåí òàê, ÷òîáû
îïðîâåðãíóòü äîêàçàòåëüñòâî ¾Ýäèïà¿. Åñëè æå s íå êîððåêòíûé, òî áàçîâûé àëãîðèòì ïðî-
âåðêè ó çàäà÷è ¾Ñôèíêñ¿ ïî ïîñòðîåíèþ äîëæåí âîçâðàùàòü 0 (Íîëü) � î íåêîððåêòíîñòè
äîêàçàòåëüñòâà ïðè ïîäîáíîì íåêîððåêòíîì àðãóìåíòå.

5. Ïåðåéä¼ì ê ðåàëèçàöèè ïëàíà, íàìå÷åííîãî â ïóíêòå 1.2.
Íàì íàäî, ÷òîáû àëãîðèòì ïðîâåðêè ¾Ñôèíêñ¿ ñîîáùàë î ïðîèçâîëüíîì àëãîðèòìå-ðåøåíèè

¾Ýäèï¿ òî, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ¾Ýäèï¿ (ñ àðãóìåíòàìè ðàçìåðà S è s = s1(S)) íå ìîæåò äîêàçàòü
òåîðåìó î ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ¾ÀòíèÝäèï¿ (ïîñòðîåííûì äëÿ çàäàííîãî S). Ðàçóìå-
åòñÿ, ñîîáùàòü îá àëãîðèòìå ¾Ýäèï¿ àëãîðèòì ¾Ñôèíêñ¿ áóäåò â òîì ñëó÷àå, åñëè ïåðåäàííûé
ïðîãðàììíûé êîä � ýòî ïðîãðàììíûé êîä àëãîðèòìà, à íå êàêàÿ-òî àáðàêîäàáðà.

5.1. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé èç ïóíêòà 2.1 ïîäðàçäåëà 6 ¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå
çàäà÷è èç êëàññà NP¿, äîáàâèâ àðãóìåíòû ðàçìåðà:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−, ..., ..., ...), t, S, s, y)
Êàê âèäèì, àëãîðèòì ¾Ñôèíêñ¿ ïîëó÷àåò â ïåðâîì àðãóìåíòå ïðîãðàììíûé êîä àëãîðèòìà

¾Ýäèï¿ (ïðîèçâîëüíîãî, âîîáùå ãîâîðÿ).
5.2. Åñëè æå â àðãóìåíòå äîëãà âìåñòî êîððåêòíîãî àëãîðèòìà ñ ïîäñòàâëåííûì àðãóìåí-

òîì äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿ ïåðåäàíà êàêàÿ-òî àáðàêîäàáðà, òî ðàáîòà Ñôèíêñà ñâîäèòñÿ ê ðàáîòå
áàçîâîãî àëãîðèòìà ïðîâåðêè (ñ àðãóìåíòîì äîëãà ¾îáúåêòèâíî¿). È èìåííî ðåçóëüòàò áàçîâîé
ïðîâåðêè òîãäà ¾Ñôèíêñ¿ è âåðí¼ò â êà÷åñòâå ñâîåãî ðåçóëüòàòà.
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5.3. Åñëè æå çíà÷åíèå àðãóìåíòà äîëãà ÿâëÿåòñÿ ïîäõîäÿùèì ïîä øàáëîí ôîðìóëû ïóíê-
òà 5.1, òî ¾Ñôèíêñ¿ ãåíåðèðóåò òåêñò òåîðåìû ïðî ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà ¾ÀíòèÝäèï¿,
ðàçîáðàííîé â ïîäïóíêòàõ ïóíêòà 3 äàííîãî ðàçäåëà. Àëãîðèòì ãåíåðàöèè ñõåìàòè÷åñêè èçëî-
æåí â ïóíêòàõ 4 òåêóùåãî ðàçäåëà. Ïðè ýòîì ïîòðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå àðãóìåíòà S
(íî íå àðãóìåíòà s � ÷òî ñóùåñòâåííî).

5.4. Ñãåíåðèðîâàííûé òåêñò òåîðåìû ñðàâíèâàåòñÿ ñ òåì çíà÷åíèåì, êîòîðîå ïåðåäàíî â àð-
ãóìåíòå t. Åñëè òåêñòû íå ñîâïàäàþò, òî ðàáîòà àëãîðèòìà ¾Ñôèíêñ¿ ñíîâà ñâîäèòñÿ ê áàçîâîìó
àëãîðèòìó ïðîâåðêè � êàê è â ïóíêòå 5.2.

Åñëè æå òåêñòû ñîâïàäàþò, òî ¾Ñôèíêñ¿ âîçâðàùàåò 0 � íåçàâèñèìî íè îò çíà÷åíèÿ àðãó-
ìåíòà s, íè îò çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà y.

Òóò èìååòñÿ çàíÿòíûé ìîìåíò îòëè÷èÿ îò ìîäåëè ìàøèíû Òüþðèíãà � â îòíîøåíèè ïåðå-
ìåííîé s: îíà ïðàêòè÷åñêè íèêàê íå èñïîëüçóåòñÿ â ðàáîòå ïî ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêå¿. È íå
äîëæíà òîðìîçèòü ðàáîòó ïî âûäà÷å ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿, à îíà è íå òîðìîçèò äàæå ïðè
îáðàùåíèè ê ¾Ñôèíêñó¿ èç ¾Ýäèïà¿, åñëè àðãóìåíò s ïåðåäà¼òñÿ ¾ïî ññûëêå¿. Â ðåàëüíîì ìèðå
ïðîãðàììà èìåííî òàê è áóäåò ïîñòðîåíà. È, êñòàòè, ýòîò íþàíñ ó÷ò¼í â ñïîñîáå îáðàùåíèÿ ê
¾Ñôèíêñó¿:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−, ..., ..., ...), t, S, s, y)
Êàê âèäèì, â çíà÷åíèå àðãóìåíòà äîëãà ïåðåìåííàÿ s íå ¾âñòðîåíà¿ è ïîýòîìó íå ñòàíîâèòñÿ

÷àñòüþ ñóùåñòâåííîé äëÿ àíàëèçà èíôîðìàöèè. Â íåêîòîðîì ñìûñëå àðãóìåíò s ñòàíîâèòñÿ
òàêèì æå, êàê è àðãóìåíò y çäåñü � íè íà ÷òî íå âëèÿþùèì. Âïðî÷åì, äàæå â êëàññè÷åñêèõ
çàäà÷àõ èç NP àðãóìåíò y íå âëèÿåò íà âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîâåðêè � êàê òîëüêî ðàçìåð
àðãóìåíòà |y| ïðåâîñõîäèò íåêèé ïîëèíîì îò ðàçìåðà àðãóìåíòà |x|.

Òàêîé îòâåò ¾Ñôèíêñà¿ áóäåò ñîâåðøåííî ïðàâèëüíûì, ïîòîìó ÷òî åñëè çíà÷åíèå àðãóìåí-
òà s íå ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ àðãóìåíòà S (åñëè s 6= s1(S)), òî òàêîå ñî÷åòàíèå àðãóìåíòîâ
îòâåðãàåòñÿ è íåò íèêàêîãî äîêàçàòåëüñòâà äëÿ y, êîòîðîå ìîãëî áû ýòî èñïðàâèòü. Åñëè æå àð-
ãóìåíòû S, s ñîîòâåòñòâóþò äðóã äðóãó, òî ¾Ýäèï¿ íå â ñîñòîÿíèè íàéòè íèêàêîãî êîððåêòíîãî
äîêàçàòåëüñòâà äëÿ òåîðåìû:

AntiOedS() = 0
5.5. Ðàçáåð¼ì òåïåðü âðåìÿ îòâåòà ¾Ñôèíêñà¿ ïðè òàêîì îáðàùåíèè ê íåìó:

Sph(Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−, ..., ..., ...),AntiOedS() = 0, S, s, y) � ïðè ýòîì ðåçóëüòàò ðàáîòû
èçâåñòåí � 0 (Íîëü).

Êàê âèäíî èç ïîäïóíêòîâ ïóíêòà 4 äàííîãî ðàçäåëà, ãåíåðàöèÿ òåêñòà òåîðåìûAntiOedS() = 0
è âûäà÷à ðåçóëüòàòà 0 ïîòðåáóåò îò ¾Ñôèíêñà¿ ïîëèíîìèàëüíîãî êîëè÷åñòâà øàãîâ îò âîò ÷åãî:

Îò ðàçìåðà àðãóìåíòà äîëãà |Oed(Sph(. . . , . . . , . . . , . . . , . . . ),−, . . . , . . . , . . . )|, îò ðàçìåðà àðãóìåí-
òà |S| (îò êîëè÷åñòâà äåñÿòè÷íûõ öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè S) è áîëüøå íè îò ÷åãî. Ðàçìåð
òåîðåìû íå èìååò çíà÷åíèÿ � îíà æå âñ¼ ðàâíî ãåíåðèðóåòñÿ è ñðàâíèâàåòñÿ çàòåì ñ òåì, ÷òî
ïåðåäàíî â àðãóìåíòå t.

Ðàçìåð àðãóìåíòà äîëãà â äàííîì ñëó÷àå ïîëèíîìèàëüíî çàâèñèò îò ðàçìåðîâ ïðîãðàììíûõ
òåêñòîâ Sph(. . . , . . . , . . . , . . . , . . . ) è Oed(. . . , . . . , . . . , . . . , . . . ). Íî îíè ôèêñèðîâàíû äëÿ ðàçáèðà-
åìûõ íàìè ïîäçàäà÷ (â îòíîøåíèè çàäàííûõ ¾Ñôèíêñà¿ è ¾Ýäèïà¿) îáùåé çàäà÷è. È, òàêèì
îáðàçîì, âðåìÿ ðàáîòû ¾Ñôèíêñà¿ â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå áóäåò îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì îò
ðàçìåðà |S|. Òî åñòü, âðåìÿ ðàáîòû ¾Ñôèíêñà¿ â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå íå áóäåò ïðåâûøàòü
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íåêîòîðîãî v ∗ |S|u, ãäå v, u � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà.
5.6. Òàêèì îáðàçîì, ìû âûïîëíèëè ïëàí èç ïóíêòà 1.2: ¾Ñôèíêñ¿ âûäà¼ò ¾ïåðñîíàëüíóþ

ïîäñêàçêó¿ ïðî àëãîðèòì ¾Ýäèï¿. ¾Ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ - 0 (Íîëü), òî åñòü, êîððåêò-
íûé ¾Ýäèï¿ äîëæåí âåðíóòü 0 (Íîëü) � ¾Íå ìîãó íàéòè äîêàçàòåëüñòâî äëÿ óòâåðæäåíèÿ
AntiOedS() = 0¿.

Âûäà¼òñÿ ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ àëãîðèòìîì ¾Ñôèíêñ¿ çà âðåìÿ, ïîëèíîìèàëüíîå îò-
íîñèòåëüíî |S| (åñëè çàôèêñèðîâàòü ðàçìåðû ¾Ñôèíêñà¿ è ¾Ýäèïà¿). Â òî æå âðåìÿ ¾îáùèé¿
îãðàíè÷èâàþùèé àëãîðèòì � ïîëèíîì îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà |s|.

Ñîîòíîøåíèå ìåæäó |S| è |s| - êàê ìåæäó ëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ è ýêñïîíåíòîé. È, çíà÷èò,
ëþáûå ïîëèíîìû íà èõ áàçå áóäóò íåïîëèíîìèàëüíî ñèëüíî îòëè÷àòüñÿ ìåæäó ñîáîé � ïîëèíîì
íà áàçå |S| áóäåò íåïîëèíîìèàëüíî ìåíüøå ïîëèíîìà íà áàçå |s|.

6. Òåïåðü íà÷íåì ðåàëèçàöèþ çàêëþ÷èòåëüíîãî ýòàïà íàøåãî ïëàíà � ïóíêòà 1.3. Õîòÿ óæå
ñåé÷àñ èç ïóíêòà 5.6 äîâîëüíî î÷åâèäíî, ÷òî êîððåêòíûé ¾Ýäèï¿ äîëæåí áóäåò äàòü î÷åíü
áûñòðûé îòâåò ïî ìåðêàì ¾îáùåãî¿ îãðàíè÷èâàþùåãî àëãîðèòìà. À âûäàâ òàêîé îòâåò áûñòðî
� îí ñäåëàåò è îòâåò ¾ÀíòèÝäèïà¿ î÷åâèäíûì, â ñèëó ÷åãî äîêàçàòåëüñòâî î ðåçóëüòàòå ðàáîòû
¾ÀíòèÝäèïà¿ îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî íåáîëüøèì äëÿ òîãî, ÷òîáû íå ïðåâûñèòü âåëè÷èíó S (èëè
ðàçìåð |s| - ÷òî òî æå ñàìîå). È òîãäà áóäåò è âðåìÿ íà îòâåò ¾Ýäèïà¿ - ¾íå ìîãó íàéòè
äîêàçàòåëüñòâî¿, è ñàìî äîêàçàòåëüñòâî äîïóñòèìîãî ðàçìåðà, êîòîðîå ¾Ýäèï¿ íå ñìîã íàéòè.
Òî åñòü � áóäåò äîêàçàíà íåïîëíîòà êîððåêòíîãî ¾Ýäèïà¿. À òàê êàê ¾Ýäèï¿ - ïðîèçâîëåí, òî
áóäåò äîêàçàíî è NP 6= P � íåïîëíîòà ðàçáèðàåìîé çàäà÷è èç êëàññà NP ñ òî÷êè çðåíèÿ å¼
ñâîäèìîñòè ê çàäà÷å èç êëàññà P ñèëàìè ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà.

6.1. Äîïóñòèì, ÷òî àëãîðèòì ¾Ýäèï¿ â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå îñòàíîâèëñÿ è âåðíóë ðå-
çóëüòàò 0. Ëþáîé äðóãîé ðåçóëüòàò áûë áû îøèáî÷íûì â ñëó÷àå îñòàíîâêè, êàê ìû âèäåëè. À
íå-îñòàíîâêà òîæå áûëà áû îøèáêîé, òàê êàê èíôîðìàöèÿ î íåâîçìîæíîñòè ðåøèòü ¾Ýäèïó¿
èíòåðåñóþùóþ íàñ çàäà÷ó èìååòñÿ � äîñòàòî÷íî çàïðîñèòü ¾Ñôèíêñà¿ îá ýòîì.

Åù¼ îäèí ìîìåíò � â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå s = s1(S), òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïðàâèëüíûé ðåçóëüòàò � 0 (Íîëü) è ìû íå èùåì â ýòîì ñëó÷àå íåïîëíîòû ¾Ýäèïà¿.

Âîïðîñ: Êàêîé ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà áóäåò ïîñëå òàêîé îñòàíîâêè ó èíòåðåñóþùåé íàñ
òåîðåìû:

AntiOedS() = 0
6.2. Ïîíÿòíî, ÷òî àëãîðèòì AntiOedS() òîæå îñòàíîâèòñÿ â ñëó÷àå îñòàíîâêè ¾Ýäèïà¿ -

òàê ïîñòðîåí àëãîðèòì AntiOedS(), ÷òî îí çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó ïîñëå îñòàíîâêè ¾Ýäèïà¿ ñ
ñîîòâåòñòâóþùèìè ïàðàìåòðàìè.

Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî åñëè îñòàíîâèòñÿ ¾Ýäèï¿ â èíòåðåñóþùåì íàñ ñëó÷àå, òî îñòà-
íîâèòñÿ è ¾ÀíòèÝäèï¿ áóäåò ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà îòíîñèòåëüíî ðàçìåðà ¾Ýäèïà¿, äàæå
íåçàâèñèìî îò ðàçìåðà |S| - ïîêà âìåñòî êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ S ðàññìàòðèâàåòñÿ íåêàÿ ïåðå-
ìåííàÿ:

Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) = 0⇒ AntiOedS() = 0
Íî ïðè ïîäñòàíîâêå S äëÿ êîíêðåòíîãî çíà÷åíèÿ çàâèñèìîñòü ïîÿâèòñÿ, ïðè ýòîì èñïîëíÿòü

s1(S) íå ïðèä¼òñÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ôîðìóëû:
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOed100000() = 0, 100000, s1(100000)) = 0⇒ AntiOed100000() = 0
Ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ôîðìóëû áóäåò ïîëèíîìèàëüíîãî ðàçìåðà îòíîñèòåëüíî ðàç-

ìåðà ¾Ñôèíêñà¿ è 6 (øåñòè - êîëè÷åñòâà öèôð â 100000).
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6.3. Èòàê � êàêîãî ðàçìåðà áóäåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåãî âûðàæåíèÿ, â êîòîðîå ïîä-
ñòàâëåíî êîíêðåòíîå S, íî íå èñïîëíåíî åù¼ s1(S):

Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) = 0
Ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà äàííîãî âûðàæåíèÿ íàäî îöåíèòü îòíîñèòåëüíî åãî ðàçìåðà (âêëþ-

÷àÿ ïîäñòàâëåííîå êîíêðåòíîå çíà÷åíèå S) è êîëè÷åñòâà øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿ èç
äàííîãî âûðàæåíèÿ, åñëè ¾Ýäèï¿ çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó ÷åðåç n øàãîâ è â ýòî ÷èñëî n íå
âõîäèò âðåìÿ ðàáîòû s1(S).

Ðàçóìååòñÿ, ìû ìîæåì ¾ïåðåâåñòè¿ êàæäûé øàã ðàáîòû ïðîãðàììû â íåñêîëüêî øàãîâ äîêà-
çàòåëüñòâà, ïîëèíîìèàëüíî çàâèñÿùèõ îò ðàçìåðà ïðîãðàììû è ðàçìåðà çàíÿòîé ïåðåìåííûìè
è àðãóìåíòàìè ïàìÿòè. Íî ðàáîòó êîíêðåòíî àëãîðèòìà s1(S) òàêèì îáðàçîì ¾ïåðåâîäèòü¿ â
äîêàçàòåëüñòâî íåò íèêàêîé íóæäû. Òàê êàê ðåçóëüòàò ðàáîòû s1(S) çàðàíåå èçâåñòåí.

6.3.1. Äëÿ êàæäîé ÿ÷åéêè ïàìÿòè àðãóìåíòà s, êîòîðàÿ ïîëó÷àåò ñâî¼ çíà÷åíèå ïîñëå èñ-
ïîëíåíèÿ s1(S), íàì èçâåñòíî êàê å¼ çíà÷åíèå (ñèìâîë ¾1¿), òàê è êîëè÷åñòâî ñîîòâåòñòâóþùèõ
ÿ÷ååê (èõ êîëè÷åñòâî - S). È â òåêñòå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ðàçáèðàåìîãî âûðàæåíèÿ, êàæäûé øàã
ðàáîòû àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿, â êîòîðîé îí äåëàåò îïåðàöèþ ñ îäíîé èç ÿ÷ååê ïàìÿòè àðãóìåíòà
s, áóäåò ¾ïåðåâåä¼í¿ â ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà. Ïðèòîì ¾ïîëèíîìè-
àëüíîå êîëè÷åñòâî¿ - ýòî îòíîñèòåëüíî âîò ÷åãî:

ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
Íàäî ïîÿñíèòü, ÷òî ïîñëå òîãî, êàê s1(S) èñïîëíåí, ñîñòîÿíèå ïðîãðàììû ïðèøëî â ¾èñ-

õîäíîå ïîëîæåíèå¿, àíàëîãè÷íîå çàïóñêó àëãîðèòìà ñ ãîòîâûìè àðãóìåíòàìè (òàê ìû ñòðîèì
ïîäñòàíîâêó àðãóìåíòîâ):

Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s)
È ïåðåõîä èç ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ïîñëåäóþùèå áóäåò ïîëíîñòüþ çàäàâàòüñÿ íîìåðîì î÷åðåä-

íîãî øàãà i ≤ n, îò êîòîðîãî è áóäåò ïîëèíîìèàëüíî çàâèñåòü ðàçìåð øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòîìó øàãó ðàáîòû. Ðàçìåð ñàìîãî àðãóìåíòà |s| ïðè ýòîì ìîæåò íå èìåòü
íèêàêîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ðàçìåðà øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà î äàííîì øàãå ðàáîòû � âåäü ïðîãðàììà
âñ¼ ðàâíî íå ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ÷èñëó ÿ÷ååê ïåðåìåííîé s, ïðåâûøàþùåìó ñàìî n è èìååò
äåëî ñ òîé ÷àñòüþ àðãóìåíòà s, ÿ÷åéêè êîòîðîãî äîñòóïíû ÷åðåç ¾èíäåêñ¿ i ≤ n.

Ñäåëàííîå çàìå÷àíèå îñòà¼òñÿ â ñèëå è â òîì ñëó÷àå, åñëè ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åííîñòü ñêîðî-
ñòè ñâåòà è îò÷àñòè èñïîëüçîâàòü ìîäåëü ¾ìàøèíû Òüþðèíãà¿ - òîãäà äîáðàòüñÿ äî êîíêðåòíîé
ÿ÷åéêè ïàìÿòè íàäî çà íåñêîëüêî øàãîâ ðàáîòû ïðîãðàììû, íî òîãäà òåì áîëåå êîëè÷åñòâî èñ-
ïîëüçîâàííûõ â ïðîöåññå ðàáîòû ÿ÷ååê îêàæåòñÿ ìåíüøå n.

È êàæäûé øàã äîêàçàòåëüñòâà â îòíîøåíèè ðàáîòû ñ ÿ÷åéêîé ïàìÿòè s ïî ñâîåìó ðàçìåðó
(êîëè÷åñòâó ñèìâîëîâ) ñàì áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì îò äàííûõ âåëè÷èí. Çíà÷èò, ðàçìåð âñåõ
òàêèõ øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà (êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ â íèõ) áóäåò ïîëèíîìèàëüíûì îòíîñèòåëüíî
òåõ æå ðàçìåðîâ. Âåäü òàêèõ øàãîâ � ìåíüøå n. ¾Ìåíüøå¿ - ïîòîìó ÷òî íå âñå øàãè ðàáîòû
ïðîãðàììû áóäóò îïåðàöèÿìè ñ àðãóìåíòîì s.

6.3.2. Òàêèì îáðàçîì, âðåìåíè ðàáîòû àëãîðèòìà s1(S) â íàøåì äîêàçàòåëüñòâå íå ñîîòâåò-
ñòâóåò íè÷åãî, ñîïîñòàâèìîãî ïî ñâîèì ðàçìåðàì ñî âðåìåíåì åãî ðàáîòû. Íî êàêîå-òî íåáîëü-
øîå êîëè÷åñòâî ïðåäâàðèòåëüíûõ øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà, ñîîòâåòñòâóþùåå çàïîëíåíèþ àðãó-
ìåíòà s àëãîðèòìîì s1(S), â äîêàçàòåëüñòâå áóäåò ñäåëàíî äëÿ äàëüíåéøåãî ïðèìåíåíèÿ â
ïóíêòå 6.3.1. Áóäåì ñ÷èòàòü � òîæå ïîëèíîìèàëüíîå êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ ó ýòîé ¾ïðåäâàðè-
òåëüíîé¿ ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà (õîòü ýòî è ñ çàïàñîì � n ëèøíåå, âèäèìî) îò
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ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
6.3.3. Îñòàëüíûå øàãè ðàáîòû àëãîðèòìà
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))
îáû÷íûì îáðàçîì ¾ïåðåâîäÿòñÿ¿ â øàãè äîêàçàòåëüñòâà î ðàáîòå äàííîãî àëãîðèòìà �

âïëîòü äî åãî îñòàíîâêè. Ðàçìåð (êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ) êàæäîãî òàêîãî øàãà äîêàçàòåëüñòâà
ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî:

ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
Êîëè÷åñòâî øàãîâ äîêàçàòåëüñòâà íà êàæäûé øàã ðàáîòû àëãîðèòìà � ïîëèíîìèàëüíîå

îòíîñèòåëüíî òîãî æå, à ñàìî êîëè÷åñòâî øàãîâ ïðîãðàììû � êðîìå òåõ, ÷òî ðàçáèðàëèñü â
ïóíêòàõ 6.3.1 è 6.3.2 � íå áîëüøå n (ìåíüøå n, åñëè áûëà õîòü îäíà îïåðàöèÿ ¾Ýäèïà¿ ñ àð-
ãóìåíòîì s). Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåð âñåãî äîêàçàòåëüñòâà (êîëè÷åñòâî ñèìâîëîâ) ïîìèìî òîãî,
÷òî ðàññìîòðåíî â ïóíêòàõ 6.3.1 è 6.3.2 � ïîëèíîìèàëüíî îòíîñèòåëüíî:

ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
6.3.4. Ïðîñóììèðîâàâ ïóíêòû 6.3.1, 6.3.2 è 6.3.3 âûÿñíÿåì, ÷òî ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà âû-

ðàæåíèÿ
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) = 0
â ñëó÷àå îñòàíîâêè àëãîðèòìà èç äàííîãî âûðàæåíèÿ ñ ðåçóëüòàòîì 0, áóäåò èìåòü ðàçìåð

ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî:
ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
Ãäå n � êîëè÷åñòâà øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿ èç ðàçáèðàåìîãî âûðàæåíèÿ è â ýòî

÷èñëî n íå âõîäèò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà s1(S).
6.4. Ñ ó÷¼òîì ïóíêòà 6.2, ïðåäûäóùåãî ïóíêòà, ïðàâèëà âûâîäà MP ìû èìååì òàêèå ôîð-

ìóëû è ðåçóëüòàò:
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) = 0⇒ AntiOedS() = 0
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) = 0
AntiOedS() = 0
Òåïåðü ìîæåì äàòü òàêîé ïåðâîíà÷àëüíûé îòâåò íà âîïðîñ ïóíêòà 6.1 î ðàçìåðå äîêàçàòåëü-

ñòâà äëÿ òåîðåìû:
AntiOedS() = 0
Äëÿ äàííîé òåîðåìû â ñëó÷àå îñòàíîâêè àëãîðèòìà
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S)) ñ ðåçóëüòàòîì 0,
äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èìåòü ðàçìåð ïîëèíîìèàëüíûé îòíîñèòåëüíî:
ðàçìåðà |Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))| , âåëè÷èíû n.
Ãäå n � êîëè÷åñòâî øàãîâ ðàáîòû àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿ �Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s1(S))

� è â ýòî ÷èñëî n íå âõîäèò âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà s1(S).
Ðàçóìååòñÿ, ìû ëèøü îöåíèâàåì ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà � ìû âñåãäà ìîæåì íàïèñàòü äîêàçà-

òåëüñòâî ¾íå áîëüøå ïî ðàçìåðó ÷åì. . . ¿. Âïîëíå ìîãóò áûòü è ãîðàçäî ìåíüøèå äîêàçàòåëüñòâà,
íî íàì õâàòèò è ïîëó÷åííîé ñåé÷àñ îöåíêè.

6.5. Îñòàëîñü îöåíèòü âåëè÷èíó n îòíîñèòåëüíî |S| è |s|, ÷òîáû ïîíÿòü, ïîìåùàåòñÿ ëè äî-
êàçàòåëüñòâî ðàçáèðàåìîé òåîðåìû â ïðåäåëû äîïóñòèìîãî ðàçìåðà äîêàçàòåëüñòâà S ïðè êîð-
ðåêòíîé ðàáîòå àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿.

Âñïîìíèì ïîñëåäíèé àáçàö èç ïóíêòà 2.4 ðàçäåëå 6 ¾Çàäà÷è Êóêà è àâòîðèçóåìûå çàäà÷è
èç êëàññà NP¿:
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Åñëè äëÿ ¾ïåðñîíàëüíîé ïîäñêàçêè¿ àëãîðèòìà ¾Ñôèíêñ¿ î âîçìîæíîñòÿõ àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿
èìååòñÿ îãðàíè÷èâàþùèé ïîëèíîì p0(|x1|, |x2|, ...) íà âðåìÿ ïîëó÷åíèÿ ïîäñêàçêè, òî ¾Ýäèï¿,
ñïîñîáíûé ñâîäèòü çàäà÷è èç êëàññà NP ê çàäà÷àì èç êëàññà P, íàéä¼ò ïðàâèëüíûé îòâåò (åñëè
îí åñòü) èëè âûäàñò 0 (åñëè ¾ïåðñîíàëüíàÿ ïîäñêàçêà¿ íå ñîäåðæèò ïðàâèëüíîãî îòâåòà) çà
âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå íåêîòîðûì ïîëèíîìîì p(|x1|, |x2|, . . .).

Ìû ðàññìàòðèâàåì èìåííî òàêèå ¾Ýäèïû¿, î êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ â ïðîöèòèðîâàííîì àáçà-
öå. Íî èç ïóíêòà 5.5 èçâåñòíî, ÷òî âðåìÿ ðàáîòû ¾Ñôèíêñà¿ äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ñëó÷àåâ
îãðàíè÷åíî ïîëèíîìîì v ∗ |S|u, ãäå v, u � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà. Çíà÷èò, êîððåêòíûé ¾Ýäèï¿,
êîòîðûé ñïîñîáåí ñâîäèòü çàäà÷è èç êëàññà NP ê çàäà÷àì èç êëàññà P äîëæåí âûäàòü ñâîé îòâåò
çà âðåìÿ, îãðàíè÷åííîå íåêèì ïîëèíîìîì p(|S|). À òîãäà íàéä¼òñÿ è îãðàíè÷èâàþùèé ïîëèíîì
äëÿ òàêîãî âðåìåíè âèäà w ∗ |S|r, ãäå w, r � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà.

6.6. Èòàê, äëÿ êîððåêòíîãî àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ:
Oed(Sph(..., ..., ..., ..., ...),−,AntiOedS() = 0, S, s), ãäå s = s1(S),
îãðàíè÷èâàþùèé ïîëèíîì äëÿ âðåìåíè n ðàáîòû òàêîãî àëãîðèòìà áóäåò ðàâåí w ∗ |S|r, ãäå

w, r � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà. Ðàçóìååòñÿ, ýòî îäèí èç áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà îãðàíè÷èâàþùèõ
ïîëèíîìîâ äëÿ äàííîãî âðåìåíè ðàáîòû.

Ïîñëå òîãî, êàê ìû îïðåäåëèëèñü ñ îãðàíè÷åíèåì íà âåëè÷èíó n, ìû ìîæåì ïåðåïèñàòü
ïóíêò 6.4 òàêèì îáðàçîì:

Äëÿ òåîðåìû: AntiOedS() = 0 ñîñòàâëåííîé äëÿ êîððåêòíîãî àëãîðèòìà ¾Ýäèï¿, êîòîðûé
ñïîñîáåí ñâîäèòü çàäà÷è èç êëàññà NP ê çàäà÷àì èç êëàññà P äîêàçàòåëüñòâî áóäåò èìåòü ðàç-
ìåð, íå ïðåâûøàþùèé ïîëèíîì k ∗ |S|q, ãäå k, q � ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà, åñëè ôèêñèðîâàíû
ïðîãðàììû ¾Ñôèíêñ¿ è ¾Ýäèï¿.

Êàêèì îáðàçîì, ðàçìåð äîêàçàòåëüñòâà, îãðàíè÷åííûé ïîëèíîìîì k ∗ |S|q, ñîîòíîñèòñÿ ñ
ïðåäåëüíûì ðàçìåðîì äîêàçàòåëüñòâà, çàäàííûì àðãóìåíòîì S? Ñîîòíîøåíèå òóò � íåïîëèíî-
ìèàëüíîå. Ïðè ðîñòå S ïîëèíîì k ∗ |S|q îáÿçàòåëüíî ñòàíåò ìåíüøå S (ñðàâíèâàåòñÿ ÷èñëî è
ïîëèíîì îò êîëè÷åñòâà äåñÿòè÷íûõ öèôð â í¼ì), à ýòî è áóäåò îçíà÷àòü íåïîëíîòó ¾Ýäèïà¿,
âåðíóâøåãî 0 (Íîëü) â îòíîøåíèè òîé òåîðåìû, äëÿ êîòîðîé èìååòñÿ äîêàçàòåëüñòâî â ïðåäåëàõ
¾îáùåãî¿ îãðàíè÷èâàþùåãî àëãîðèòìà.

Íî è íå âîçâðàùàòü îòâåò äëÿ ¾Ýäèïà¿ áûëî áû îøèáî÷íûì, ïîòîìó ÷òî çàäà÷à ïîñòðîåíà
èìåííî òàê, ÷òîáû íàéòè äîêàçàòåëüñòâî îí íå ìîã.

7. Ïîñêîëüêó íåïîëíîòà ¾Ýäèïà¿ äîêàçàíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà-ðåøåíèÿ çàäà÷è
¾Ñôèíêñ¿, òî íåò íè îäíîãî àëãîðèòìà, êîòîðûé ìîã áû ñâåñòè ïîñòðîåííóþ íàìè àâòîðèçóåìóþ
çàäà÷ó ¾Ñôèíêñ¿ èç êëàññà NP ê êàêîé-òî çàäà÷å èç êëàññà P. Ïîýòîìó íåðàâåíñòâî NP 6= P
äîêàçàíî.

8 Ïðèëîæåíèÿ

8.1 Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå

Ñìûñë ïåðâîé òåîðåìû Ã¼äåëÿ ñëåäóþùèé: ¾Ýòî óòâåðæäåíèå íåëüçÿ äîêàçàòü â ðàìêàõ
äàííîé òåîðèè¿. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî âíóòðè íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè äîêàçàòü íåëüçÿ íå òîëüêî
äàííîå óòâåðæäåíèå, íî è åãî îòðèöàíèå. Âïðî÷åì � íàñ÷¼ò ¾íî¿ ìû åù¼ ðàçáåð¼ì îäèí íþàíñ.

Ã¼äåëü ðàññìàòðèâàë ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè. Çà îñíîâó îí áðàë (îáîçíà÷åíèÿ òóò íå áóê-
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âàëüíî êàê ó Ã¼äåëÿ) ïðåäèêàò P0(x, y), êîòîðûé èìåë ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî, åñëè íåêîå óòâåð-
æäåíèå ñ òåêñòîì â àðãóìåíòå äîêàçàíî òåêñòîì èç àðãóìåíòà y. À åñëè ýòî íå òàê, òîãäà èìååòñÿ
ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî äëÿ îòðèöàíèÿ äàííîãî âûðàæåíèÿ, òî åñòü � äîêàçàíî ¬P0(x, y).

ß èçëîæó ÷óòü èíà÷å � P0(x, y) áóäåò àëãîðèòìîì, êîòîðûé âîçâðàùàåò 1, åñëè y äîêàçûâàåò
x, è âîçâðàùàåò 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ñìûñë îò ýòîãî íå ìåíÿåòñÿ, à íàãëÿäíîñòü óâåëè÷èâàåòñÿ
� è ýòî áëèæå ê íàøåé òåìå èç òåîðèè àëãîðèòìîâ. À ãëàâíîå � â ñëåäóþùåì ïîäðàçäåëå ýòî
ñèëüíî óïðîñòèò íàì äîêàçàòåëüñòâî 2-é ò. Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.

Òîãäà âûðàæåíèå ∃y(P0(x, y) = 1) áóäåò îáîçíà÷àòü äîêàçóåìîñòü óòâåðæäåíèÿ x. Ñîêðà-
ùåííîå îáîçíà÷åíèå òàêîå: P (x). À ó íåäîêàçóåìîñòè îáîçíà÷åíèå áóäåò òàêèì: ¬P (x). È ýòî
óæå � ïðåäèêàòû, à íå àëãîðèòìû.

È íàì íàäî ïðèìåíèòü ôîðìóëó ¬P (x) ê ñàìîé ñåáå � êàê ìû ýòî ðàññìàòðèâàëè â Ëåììå
î äèàãîíàëèçàöèè (õîòü îíà ó íàñ îá àëãîðèòìàõ, íî äëÿ ïðåäèêàòîâ äîêàçûâàåòñÿ òî æå ñàìîå
ïðàêòè÷åñêè, è èçëîæåíî â ó÷åáíèêàõ):
¬P (diag(¬P (diag(x)))), ýòî è åñòü ôîðìóëà èç 1-é òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå. Èç äàííîé

ôîðìóëû ìû âûäåëèì ¾ýòî óòâåðæäåíèå¿ G, òåêñò êîòîðîãî ïîëó÷àåòñÿ òàê: diag(¬P (diag(x))).
Âîò òåïåðü óòâåðæäåíèå ¬P (G) è îáîçíà÷àåò, ÷òî ¾íåëüçÿ äîêàçàòü¿ (¬P (...)) ¾ýòî¿ (G) óòâåð-
æäåíèå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé î äèàãîíàëèçàöèè ïîëó÷èì (âìåñòî ðàâåíñòâà � áóäåò ýêâè-
âàëåíòíîñòü äëÿ ïðåäèêàòîâ):
¬P (G)⇔ G
Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óòâåðæäåíèå G äîêàçàíî, òî â ñèëó ïðåäûäóùåé ýêâèâàëåíòíîñòè

äîêàçàíî è ¬P (G). È � äîêàçàíî P (G). Ïîñëåäíåå äîêàçàíî ïîòîìó, ÷òî ó íàñ æå åñòü òåêñò äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà G � ïóñòü k, çíà÷èò P0(G, k) = 1 è ïî ñâîéñòâàì êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ áóäåò
∃y(P0(G, y) = 1). À ïîñëåäíåå è åñòü P (G). À äîêàçàííûå óòâåðæäåíèÿ ¬P (G) è P (G) îáðàçóþò
ïðîòèâîðå÷èå. Ïîýòîìó â íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè äîêàçàòü G íåëüçÿ.

Äîêàçûâàòü âòîðóþ ÷àñòü (ïðî íåäîêàçóåìîñòü ¬G) 1îé ò. Ã¼äåëÿ òåîðåìû � íå îáÿçàòåëüíî,
ïîòîìó ÷òî äëÿ íàøèõ öåëåé íóæíà 2-ÿ ò. Ã¼äåëÿ, à ÷òîá äîêàçàòü 2-þ òåîðåìó � íàì õâàòèò è
ïåðâîé ÷àñòè 1îé òåîðåìû. Îäíàêî ðàäè öåëîñòíîñòè èñòîðè÷åñêîé êàðòèíû õîòÿ áû ïîïóëÿðíî
ðàçáåð¼ì è âòîðóþ ÷àñòü 1îé ò. Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.

Äîïóñòèì, ó íàñ åñòü äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ¬G ñ òåêñòîì k. Òîãäà â íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè
ó íàñ íåò äîêàçàòåëüñòâ äëÿ G, íåò, ñîîòâåòñòâåííî, íèêàêèõ òàêèõ q, ÷òî P0(G, q) = 1. È � âîò
çäåñü ñåðü¼çíûé íþàíñ! � íåò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ∃y(P0(G, y) = 1).

Âîò ïåðåõîä îò òîãî, ÷òî â òåîðèè íåò íèêàêèõ çíà÷åíèé q, ïðè êîòîðûõ äîêàçàíî âûðàæåíèå
B(q) ê òîìó, ÷òî òîãäà è âûðàæåíèå ∃yB(y) íå äîêàçàíî � ýòî ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ ¾îìåãà-
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü¿. Îíî êàæåòñÿ î÷åâèäíûì, íî îíî åñòü íå ó âñåõ íåïðîòèâîðå÷èâûõ òåîðèé.

Åñëè åñòü îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòü � òî åñòü è ïðîñòî íåïðîòèâîðå÷èâîñòü, ïîòîìó ÷òî ïðè
îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ÷òî-òî íåäîêàçóåìî, à â ïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè äîêàçàíî âñ¼. Íî âîò
îáðàòíîå � ÷òî íåïðîòèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ åù¼ è îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâàÿ � íå âñåãäà âåðíî.

Òàê âîò, åñëè îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòü åñòü, òî íåò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ ∃y(P0(G, y) = 1), òî
åñòü � íåò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ P (G). Íî ó íàñ æå äîêàçàíî ¬G, ó íàñ æå åñòü ýêâèâàëåíòíîñòü
¬P (G) ⇔ G, è, ñëåäîâàòåëüíî, P (G) ⇔ ¬G. À èç ïîñëåäíåé ýêâèâàëåíòíîñòè è ¬G âûòåêàåò
P (G). Íî ýòî âõîäèò â ïðîòèâîðå÷èå ñ òåì, ÷òî ó íàñ íåò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ P (G).

Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ äîêàçàíà.
Õîòü 1-ÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ è òðåáîâàëà îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, íî ìàòåìàòè÷åñêîå ñîîáùå-
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ñòâî ïðèçíàëî, ÷òî ìå÷òû î ïîëíîòå ïðîâàëèëèñü. Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà òîãäà ïîêàçàëà ñâîþ
ýôôåêòèâíîñòü è ïðèíåñëà âàæíåéøèå ðåçóëüòàòû.

Ê òîìó æå, ïðèêëàäíûõ ìàòåìàòèêîâ íå èíòåðåñóþò òåîðèè îìåãà-ïðîòèâîð÷èâûå � òàì
äàæå ïðåäèêàò äîêàçóåìîñòè ìîæåò íåïðàâèëüíî ðàáîòàòü. È òåîðèÿ Ïåàíî ÿâëÿåòñÿ (êàê è
ïðî÷èå ïðèêëàäíûå òåîðèè) îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîé. Èíòåðåñíûå ðàññóæäåíèÿ (è îòñûëêè ê
ãëàâàì ñ äîêàçàòåëüñòâàìè) î âíåøíåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ìîæíî ïî÷èòàòü ó Ä. Ãèëüáåðòà, Ï.
Áåðíàéñà ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿, Òîì 2, Ãëàâà 5 ¾Âûõîä çà ðàìêè òåîðèè äîêàçàòåëüñòâ¿,
Ðàçäåë 1 ¾Ãðàíèöû èçîáðàçèìîñòè è âûâîäèìîñòè¿, Ïîäðàçäåë á) ¾Ïåðâàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î
íåïîëíîòå¿ - â êîíöå ïîäðàçäåëà. À ðàíåå ñåðåäèíû ïîäðàçäåëà ñôîðìóëèðîâàíî è ïîíÿòèå
îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòè. Òåìà äîâîëüíî ïðèíöèïèàëüíàÿ, êñòàòè, õîòü è ïîäçàáûòàÿ � äóìàþ,
âðåìåííî.

Îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòü � ýòî ïðî òî, ÷òî åñëè íåêîå óòâåðæäåíèå íåäîêàçóåìî â ÷àñòíîì
(ïðè ïîäñòàíîâêå âìåñòî x ëþáîãî êîíêðåòíîãî ÷èñëà), òî íåäîêàçóåìî è â îáùåì (â ñìûñëå ¾ñó-
ùåñòâîâàíèÿ¿). À âíåøíÿÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü � ýòî ïðî òî, ÷òî åñëè äîêàçóåìî â ÷àñòíîì, òî
ïîòåíöèàëüíî äîêàçóåìî è â îáùåì (äëÿ ¾ëþáîãî¿). È îáà ñëó÷àÿ ¾îñîáîé¿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè
âêëþ÷àþò â ñåáÿ è ¾îáû÷íóþ¿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Ïðèòîì ¾ïîòåíöèàëüíî äîêàçóåìî¿ îçíà÷àåò, ÷òî ðàñøèðèâ íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ àêñèîìîé-
îáîáùåíèåì ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ, ìû ïîëó÷èì îïÿòü íåïðîòèâîðå÷èâóþ òåîðèþ.

×òî æå êàñàåòñÿ îìåãà- è âíåøíåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òî â ó÷åáíèêàõ äà¼òñÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî ¾îáû÷íîé¿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, à äîêàçàòåëüñòâî âíåøíåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ïðèõîäèò-
ñÿ äîäóìûâàòü èç äîêàçàòåëüñòâ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ñàìîñòîÿòåëüíî.

Îìåãà-íåïðîòèâîðå÷èâîñòü íå î÷åíü èíòåðåñíà, òàê êàê ÷óòü íèæå áóäåò ïðèâåäåíà ïåðâàÿ
òåîðåìà Ã¼äåëÿ â ôîðìå Ðîññåðà, ãäå óäà¼òñÿ îáîéòèñü îáû÷íîé íåïðîòèâîðå÷èâîñòüþ, à âîò äëÿ
îäíîãî äîïîëíèòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîñëå 2îé òåîðåìû Ã¼äåëÿ íàì ïîòðåáóåòñÿ âíåøíÿÿ
íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Ïîýòîìó äàì ïîÿñíåíèÿ:
Åñëè ïî÷èòàòü äîêàçàòåëüñòâî íåïðîòèâîðå÷èâîñòè òåîðèè Ïåàíî â Ý.Ìåíäåëüñîí ¾Ââåäåíèå

â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó¿ - òî òàì ñðàçó ïîëó÷àåòñÿ è äîêàçàòåëüñòâî âíåøíåé íåïðîòèâîðå÷è-
âîñòè. Äåëî â òîì, ÷òî òåîðèÿ-èíñòðóìåíò S∞ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïðàâèëî áåñêîíå÷íîé èíäóêöèè:
Êîãäà ïðåäèêàò A(n) èñòèííûé äëÿ êàæäîãî ÷èñëà n, òî âûâîäèòñÿ ∀xA(x).

Äëÿ S∞ âûâîäÿòñÿ âñå òå çàìêíóòûå ôîðìóëû , êîòîðûå âûâîäÿòñÿ äëÿ òåîðèè S (òåîðèè
Ïåàíî). Òî åñòü � åñëè áû â S âûâîäèëîñü ñóùåñòâîâàíèå ÷åãî-òî, òî � âûâîäèëîñü áû è â S∞. Íî
ñóùåñòâîâàíèå ∃x¬A(x) ïðîòèâîðå÷èâî â S∞ äëÿ òîãî A(n), êîòîðûé âåðåí äëÿ êàæäîãî n: Òàê
êàê â ñèëó áåñêîíå÷íîé èíäóêöèè áóäåò âûâåäåíî ¾äëÿ ëþáîãî¿ ∀xA(x), ÷òî ÿâëÿåòñÿ îòðèöàíè-
åì (ïðîòèâîðå÷èò) äëÿ ∃x¬A(x). Ïîýòîìó, åñëè òåîðèÿ S∞ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòî íåïðîòèâîðå÷èâîé
(à îíà ÿâëÿåòñÿ), òî îíà ÿâëÿåòñÿ è âíåøíå íåïðîòèâîðå÷èâîé. À ðàç â S∞ íå äîêàçûâàþòñÿ
êàêèå-òî àáñóðäíûå óòâåðæäåíèÿ ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ, òî òåì áîëåå íå äîêàçàíû îíè è
â òåîðèè Ïåàíî � à çíà÷èò è òàì èìååò ìåñòî âíåøíÿÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü.

Èíòåðåñíî, ÷òî êâàíòîð ñóùåñòâîâàíèÿ � ýòî îòðèöàíèå êâàíòîðà ¾äëÿ ëþáîãî¿ è íàïðÿ-
ìóþ èç áåñêîíå÷íîé èíäóêöèè íå âûâîäèòñÿ. Íî äåëî â òîì, ÷òî âûâîä èç S â ¾Ââåäåíèå â
ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó¿ îïèðàåòñÿ òîëüêî íà ïðàâèëà âûâîäà MP (èç èìïëèêàöèè è ïîñûëêè
âûâîäèòñÿ ñëåäñòâèå) è Gen (èç èñòèííîãî A(x) âûâîäèòñÿ ∀xA(x) ). À êâàíòîð ñóùåñòâîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç êâàíòîð ¾äëÿ ëþáîãî¿. Òåîðèÿ ïîëó÷àåòñÿ ýêâèâàëåíòíîé òîìó, ÷òî
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è â ¾Îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè¿ � õîòÿ â ¾Îñíîâàíèÿõ ìàòåìàòèêè¿ åñòü ñâîè ïðàâèëà âûâîäà
äëÿ êâàíòîðîâ ¾ñóùåñòâóåò¿ è ¾äëÿ ëþáîãî¿. Â ýòîì ñìûñëå ïîäõîä Ý.Ìåíäåëüñîíà óäîáåí
äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ S∞ � ðàçáèðàòüñÿ ïðèõîäèòñÿ òîëüêî ñ îäíèì êâàíòîðîì, à âòîðîé (êâàíòîð
ñóùåñòâîâàíèÿ) íå èìååò ñàìîñòîÿòåëüíîãî çíà÷åíèÿ.

È âîò ïðè ïðàâèëàõ âûâîäà MP è Gen âûâîäû îïèðàþòñÿ ëèøü íà òî, ÷òî â ñîñòîÿíèè
ñäåëàòü è S∞. Ïîýòîìó íè÷åãî ñâåðõ òîãî, ÷òî ìîæåò äåëàòü S∞, îò íå¼ íå òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû ïîâòîðèòü äîñòóïíîå äëÿ âûâîäà â S. Îòñþäà, êñòàòè âèäíî, ÷òî äëÿ âíåøíåé ïðîòèâîðå-
÷èâîñòè ïîòðåáîâàëîñü áû íåêàÿ àêñèîìà ñ êâàíòîðîì ñóùåñòâîâàíèÿ èëè íå÷òî ýêâèâàëåíòíîå.
À òî, ÷òî èìååòñÿ â Ïåàíî, íå ñîäåðæèò íè÷åãî ïîäîáíîãî àêñèîìå î ñóùåñòâîâàíèè íåáûâàëîãî.

Ïîçæå Á. Ðîññåð òàê ïîñòðîèë ôîðìóëèðîâêó 1-é òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå, ÷òî îíà íå
òðåáîâàëà îìåãà-íåïðîèâîðå÷èâîñòè ïðè äîêàçàòåëüñòâå. Íå óãëóáëÿÿñü â ôîðìóëû, 1-ÿ òåîðåìà
Ã¼äåëÿ â ôîðìå Ðîññåðà òàêàÿ:

¾Åñëè ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçàíî â äàííîé òåîðèè, òî â äàííîé òåîðèè äîêàçàíî åãî îòðèöà-
íèå è äëèíà äîêàçàòåëüñòâà îòðèöàíèÿ íå ïðåâûøàåò äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî óòâåðæäåíèÿ¿.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñàìî óòâåðæäåíèå Ðîññåðà áåç ïðîòèâîðå÷èé íåëüçÿ äîêàçàòü � ïðîòèâîðå÷èå
(îòðèöàíèå) áóäåò íàéäåíî â çàðàíåå èçâåñòíîì îãðàíè÷åííîì íàáîðå äîêàçàòåëüñòâ. À åñëè è
íå áóäåò íàéäåíî � òî ýòî òîæå áóäåò ïðîòèâîðå÷èåì.

Îòðèöàíèå Ðîññåðà áóäåò êîíúþíêöèåé 2õ ÷ëåíîâ (îòðèöàíèå èìïëèêàöèè):
1. Äîêàçàííîå óòâåðæäåíèå Ðîññåðà (îïÿòü îíî!)
2. Îòñóòñòâèå äîêàçàòåëüñòâà îòðèöàíèÿ Ðîññåðà â ïðåäåëàõ èçâåñòíîé äëèíû.
Íî ñàìî óòâåðæäåíèå Ðîññåðà (÷ëåí 1) âêëþ÷àåò â ñåáÿ òðåáîâàíèå íàëè÷èÿ äîêàçàòåëüñòâà

ñâîåãî îòðèöàíèÿ â ïðåäåëàõ èçâåñòíîé äëèíû. À ðàç óòâåðæäåíèå äîêàçàíî (÷ëåí 1), òî è åãî
òðåáîâàíèå èñòèííî. È ýòî èñòèííîå òðåáîâàíèå âõîäèò â ïðîòèâîðå÷èå ñ ÷ëåíîì 2.

Â ñòðîãîì äîêàçàòåëüñòâå íóæíà àêêóðàòíîñòü, ÷òîáû ïðîäåëàòü âñ¼ ýòî ïîä êâàíòîðàìè,
íî êâàíòîðû îõâàòûâàþò îãðàíè÷åííûé (à íå áåñêîíå÷íûé) êðóã îáúåêòîâ è äîêàçàòåëüñòâî âñ¼
ðàâíî ïîëó÷àåòñÿ íåáîëüøîå. Ïîäðîáíîñòè, íàïðèìåð, â Ý. Ìåíäåëüñîí, ¾Ââåäåíèå â ìàòåìà-
òè÷åñêóþ ëîãèêó¿, Ãëàâà 3 ¾Ôîðìàëüíàÿ àðèôìåòèêà¿, ðàçäåë 5 ¾Òåîðåìà Ã¼äåëÿ äëÿ òåîðèè
S¿. Èëè â óêàçàííîì ÷óòü âûøå ïîäðàçäåëå ¾Îñíîâàíèé ìàòåìàòèêè¿, íî òàì ¾â íàãðóçêó¿
ðåøàåòñÿ ìíîãî äîïîëíèòåëüíûõ âîïðîñîâ.

8.2 Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå

Çà äîêàçàòåëüñòâîì 2-é ò. Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå ìíîãî ëåò ïðèíÿòî îòñûëàòü ê äâóõòîìíèêó
Ä. Ãèëüáåðòà, Ï. Áåðíàéñà ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿. Èëè ïðèâîäèòü ñâîéñòâà äëÿ ïðåäèêàòîâ
äîêàçóåìîñòè è óæå íà èõ áàçå äîêàçûâàòü òåîðåìó. Íî ñ ïðåäèêàòàìè äîêàçóåìîñòè áåç íàçâàí-
íîãî äâóõòîìíèêà íå ïîíÿòíî, ïî÷åìó â îäíîì ñâîéñòâå èìååò ìåñòî âûâîäèìîñòü, à â äðóãîì
� èìïëèêàöèÿ.

¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿ � îòëè÷íàÿ êíèãà, íî òàì, â îñíîâíîì, äàíû ñâåäåíèÿ äëÿ ïðîôåñ-
ñèîíàëîâ, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ îáÿçàòåëüíûìè äëÿ ïðèíöèïèàëüíîãî ïîíèìàíèÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà òåîðåì Ã¼äåëÿ. À òåîðåìû Ã¼äåëÿ ñòàëè óæå ÷óòü ëè íå ÷àñòüþ êóëüòóðíîãî êîäà øèðîêîãî
ñëîÿ íåïðîôåññèîíàëîâ. Ïîýòîìó ïîðà äàòü êîìïàêòíîå äîêàçàòåëüñòâî âñåõ ïðèíöèïèàëüíûõ
ìîìåíòîâ 2-é òåîðåìû Ã¼äåëÿ.

Òàê âîò, èäåÿ 2-é ò. Ã¼äåëÿ â òîì, ÷òî óòâåðæäåíèå G èç 1-é ò. Ã¼äåëÿ â ñëó÷àå ñâîåãî
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äîêàçàòåëüñòâà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü è ïðîòèâîðå÷èå. Â êà÷åñòâå ¾ëþáèìîãî¿ ó ìàòåìàòèêîâ
îáû÷íî âûñòóïàåò ïðîòèâîðå÷èå 1 = 0, è ìû íå áóäåì íàðóøàòü òðàäèöèþ.

Òî åñòü, èç äîêàçóåìîñòè G ñëåäóåò äîêàçóåìîñòü 1 = 0. Ýòî èìïëèêàöèÿ (âîò òóò ïðèí-
öèïèàëüíûé ìîìåíò, êîòîðûé íàäî áóäåò ðàñêðûòü â äîêàçàòåëüñòâå) P (G) ⇒ P (1 = 0). Èç
èìïëèêàöèè ïî ïðèíöèïó êîíòðàïîçèöèè ïîëó÷èì ¬P (1 = 0) ⇒ ¬P (G). Èç ïîñëåäíåãî âûðà-
æåíèÿ âìåñòå ñ ñâîéñòâîì äëÿ G:
¬P (G)⇔ G, ïîëó÷èì:
¬P (1 = 0)⇒ G
Òàêèì îáðàçîì, åñëè áû â òåîðèè áûëà äîêàçàíà íåïðîòèâîðå÷èâîñòü, òî áûëî áû äîêàçàíî

è óòâåðæäåíèå Ã¼äåëÿ èç 1-é òåîðåìû Ã¼äåëÿ, à ýòî îçíà÷àåò ïðîòèâîðå÷èâîñòü. Êàê è áûëî
îáåùàíî âûøå â 1-é ò. Ã¼äåëÿ � íàì ïîòðåáîâàëàñü òîëüêî 1-ÿ ÷àñòü 1-é ò. Ã¼äåëÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà 2-é. Èòàê:

Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.
Åñëè â ðàìêàõ òåîðèè èìååòñÿ äîêàçàòåëüñòâî å¼ íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, òî òåîðèÿ ïðîòèâî-

ðå÷èâà.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Íà÷èíàÿ ñ âûðàæåíèÿ P (G)⇒ P (1 = 0) ó íàñ èìååòñÿ âûâîä äî êîíöà äîêàçàòåëüñòâà � ñì.

âûøå. Çíà÷èò, íàì îñòàëîñü äîêàçàòü òîëüêî P (G)⇒ P (1 = 0).
Òóò ìû è âîñïîëüçóåìñÿ ðàäè óïðîùåíèÿ òåì, ÷òî P0(x, y) ó íàñ � àëãîðèòì, à íå ïðåäèêàò.

È çà ñ÷åò ýòîãî âìåñòî èìïëèêàöèé áóäåì èìåòü äåëî íà íà÷àëüíîì ýòàïå ñ ðàâåíñòâàìè, ÷òî
ïîíÿòíî â íàøå âðåìÿ î÷åíü ìíîãèì (ïðîãðàììèñòàì, íàïðèìåð). À çàòåì ïî òåîðåìå Äåäóêöèè
ïåðåéä¼ì ê èìïëèêàöèè.

Åñëè ó íàñ åñòü äîêàçàòåëüñòâî k äëÿ G, òî ìû ìîæåì äîñòðîèòü âûâîä äî ïðîòèâîðå÷èÿ
è ïîëó÷èòü â ðåçóëüòàòå äîêàçàòåëüñòâà 1 = 0. Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñòü àëãîðèòì f(k), êîòîðûé
âåðíåò ïî k äîêàçàòåëüñòâî äëÿ 1 = 0. È òîãäà P0(1 = 0, f(k)) âåðíåò 1. Çàïèøåì ýòî â âèäå
ðàâåíñòâà:

P0(1 = 0, f(y)) = if [P0(G, y), 1, ...]
Ãäå àëãîðèòì if [x1, x2, x3] � âû÷èñëÿåò ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà x1, è åñëè îí âåðíåò

1, òî if [x1, x2, x3] âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà x2, à èíà÷å âîçâðàùàåò ðåçóëüòàò
ðàáîòû x3. Íà ìåñòå ìíîãîòî÷èÿ (ìåñòî x3) ñòîèò P0(1 = 0, f(y)) � íî íå áóäåì åãî ïèñàòü
ðàäè êðàòêîñòè. Ðàâåíñòâî ïðàâèëüíîå, ïîòîìó ÷òî ðåçóëüòàò ðàáîòû ïðàâîé ñòîðîíà ðàâåíñòâà
îòëè÷àåòñÿ îò ðåçóëüòàòà ðàáîòû ëåâîé ñòîðîíû P0(1 = 0, f(y)) òîëüêî åñëè â ïåðåìåíîé y �
äîêàçàòåëüñòâî äëÿ G, íî â ýòîì ñëó÷àå ëåâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà P0(1 = 0, f(y)) òîæå âåðíåò 1 �
êàê è ïðàâàÿ ÷àñòü ðàâåíñòâà.

Íà÷íåì ïðîöåäóðó èç òåîðåìû Äåäóêöèè. Â êà÷åñòâå ãèïîòåçû áåð¼ì P0(G, y) = 1. Òåïåðü
ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî èñòèííîå, ìîæåì ïîëüçîâàòüñÿ ýòèì, íî â êîíöå ïðîöåäóðû
äîëæíû áóäåì ïîñòàâèòü ýòó ãèïîòåçó â êà÷åñòâå ïîñûëêè èìïëèêàöèè, à çàêëþ÷åíèåì áóäåò
ðåçóëüòàò ïðîöåäóðû.

Èç P0(1 = 0, f(y)) = if [P0(G, y), 1, ...] è Ãèïîòåçû P0(G, y) = 1:
P0(1 = 0, f(y)) = if [1, 1, ...]. Òàê êàê ïî ñâîéñòâàì if[x1, x2, x3] èìååì if[1, 1, . . . ] = 1, òî:
P0(1 = 0, f(y)) = 1
Çàâåðøàåì ïðîöåäóðó èç òåîðåìû Äåäóêöèè è ïîëó÷àåì èñòèííóþ èìïëèêàöèþ:
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(P0(G, y) = 1)⇒ (P0(1 = 0, f(y)) = 1). Ïîìåíÿåì ïåðåìåííóþ, ÷òîáû èñïîëüçîâàòü ïåðåìåí-
íóþ y ñ êâàíòîðàìè:

(P0(G, k) = 1)⇒ (P0(1 = 0, f(k)) = 1).
Âîñïîëüçóåìñÿ àêñèîìîé äëÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâàíèÿ (Ä. Ãèëüáåðò, Ï. Áåðíàéñ ¾Îñíîâàíèÿ

ìàòåìàòèêè¿ Òîì 1, Ãëàâà 4 ¾Èñ÷èñëåíèå ïðåäèêàòîâ¿, Ïàðàãðàô 2 ¾Ñâÿçàííûå ïåðåìåííûå è
ïðàâèëà äëÿ êâàíòîðîâ¿, Ðàçäåë 4 ¾Îêîí÷àòåëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà ïðàâèë èñ÷èñëåíèÿ ïðåäè-
êàòîâ¿) è çàïèøåì àêñèîìó äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ:

(P0(1 = 0, f(k)) = 1) ⇒ (∃yP0(1 = 0, y) = 1). Èç 2õ ïîñëåäíèõ ôîðìóë ïåðåéäåì ïî ïðàâèëó
ñèëëîãèçìà ê:

(P0(G, k) = 1)⇒ (∃yP0(1 = 0, y) = 1), Èñïîëüçóÿ ïðàâèëî âûâîäà äëÿ êâàíòîðà ñóùåñòâîâà-
íèÿ (ñì. âûøåóêàçàííûé ðàçäåë â Ä. Ãèëüáåðò, Ï. Áåðíàéñ ¾Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè¿) ïîëó÷èì:

(∃yP0(G, y) = 1) ⇒ (∃yP0(1 = 0, y) = 1), òåïåðü ïåðåïèøåì ýòî, èñïîëüçóÿ ïðèíÿòîå ñîêðà-
ùåíèå P (x) äëÿ (∃yP0(x, y) = 1):

P (G)⇒ P (1 = 0)
Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà è åñòü òî, ÷òî íàì îñòàâàëîñü äîêàçàòü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà

Âòîðîé òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òåïåðü äîêàæåì, ÷òî íåäîêàçóåìà è P (1 = 0). Òî åñòü � ÷òî âíóòðè íåïðîòèâîðå÷èâîé òåî-

ðèè íåò äîêàçàòåëüñòâà äëÿ îòðèöàíèÿ óòâåðæäåíèÿ î íåäîêàçóåìîñòè ïðîòèâîðå÷èÿ â äàííîé
íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè. Òîãäà ¬P (1 = 0) áóäåò íåäîêàçóåìî âìåñòå ñî ñâîèì îòðèöàíèåì è
Âòîðàÿ òåîðåìà Ã¼äåëÿ îêàæåòñÿ âàðèàíòîì Ïåðâîé òåîðåìû Ã¼äåëÿ î íåïîëíîòå. Äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà íàì ïîòðåáóåòñÿ ¾âíåøíÿÿ íåïðîòèâîðå÷èâîñòü¿, êîòîðóþ ìû ðàññìîòðåëè è ñäåëàëè
îáçîð î å¼ äîêàçàòåëüñòâå â ïðåäûäóùåì ïîäðàçäåëå.

Åñëè çàäóìàòüñÿ, òî áûëî áû ñòðàííî, åñëè áû â íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè áûëî äîêàçàíî
óòâåðæäåíèå î ñóùåñòâîâàíèè â íåé äîêàçàòåëüñòâà ïðîòèâîðå÷èÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî ó íàñ åñòü
íåäîêàçóåìîñòü ïðîòèâîðå÷èÿ äëÿ êàæäîãî êîíêðåòíîãî äîêàçàòåëüñòâà k:

P0(1 = 0, k) = 0, îòêóäà:
¬(P0(1 = 0, k) = 1)
Â ñèëó âíåøíåé íåïðîòèâîðå÷èâîñòè ó íàñ ¾ïîòåíöèàëüíî äîêàçàíî¿ è
∀x¬(P0(1 = 0, x) = 1), îòêóäà ¾ïîòåíöèàëüíî äîêàçàíî¿:
¬∃x(P0(1 = 0, x) = 1), îòêóäà ¾ïîòåíöèàëüíî äîêàçàíî¿:
¬P (1 = 0)
Ýòî âñ¼ îçíà÷àåò, ÷òî òåîðèÿ Ïåàíî (äà è ëþáàÿ äîñòàòî÷íî âûðàçèòåëüíàÿ âíåøíå íåïðî-

òèâîðå÷èâàÿ òåîðèÿ) ìîæåò áûòü ðàñøèðåíà àêñèîìîé î íåïðîòèâîðå÷èâîñòè èñõîäíîé (äî ðàñ-
øèðåíèÿ) òåîðèè. È íèêàêèõ ïðîòèâîðå÷èé íå âîçíèêíåò.

À ýòî çíà÷èò, ÷òî è â èñõîäíîé (äî ðàñøèðåíèÿ) òåîðèè íå áûëî äîêàçàíî P (1 = 0), ÷òî,
ñîáñòâåííî, ìû è äîêàçûâàëè. Çíà÷èò, âî âíåøíå íåïðîòèâîðå÷èâîé òåîðèè íåäîêàçóåìî íè
óòâåðæäåíèå î å¼ (òåîðèè) íåïðîòèâîðå÷èâîñòè, íè îòðèöàíèå ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

37



8.3 Ðåôëåêñèÿ. Òî, ÷òî âñå õîòåëè çíàòü î äèëåììå çàêëþ÷¼ííîãî, íî áîÿëèñü

ñïðîñèòü

Â ïðîáëåìå èç òåîðèè èãð ¾äèëåììà çàêëþ÷åííîãî¿ ñòàâèòñÿ âîïðîñ î âûãîäàõ è íåâûãîäàõ
òîãî èëè èíîãî ïîâåäåíèÿ çàêëþ÷åííîãî â îòíîøåíèÿõ ñ òþðåìíûì íà÷àëüñòâîì è ñîêàìåðíè-
êàìè. Çàäà÷ó íàäî ðåøèòü ïðè íåÿñíîì óðîâíå çëîïàìÿòíîñòè/äîáðîòû òåõ è äðóãèõ.

Íî â ìàòåìàòèêå íå ðàññìàòðèâàëñÿ ïîêà ñàìûé ãëàâíûé âîïðîñ â ýòîé ïðîáëåìå: Êàê çà-
êëþ÷åííûé îòëè÷àåò ñåáÿ îò ñîêàìåðíèêîâ è òþðåìíîãî íà÷àëüñòâà?

Êàê îòëè÷èå ¾ñåáÿ¿ îò äðóãîãî âûðàçèòü ìàòåìàòè÷åñêè? Çàìåòèì, ÷òî çàäà÷è ñ ¾ïåðñîíà-
ëèçàöèåé¿ - ñàìûå ðàñïðîñòðàíåííûå â íàøåé æèçíè. Ìû ïëàíèðóåì ñâîè ïîñòóïêè, ñîîáùàåì
î ñâîåé æèçíè äðóãèì ëþäÿì, íàì äàþò ïîðó÷åíèÿ, íàì ñîîáùàþò î ïðè÷èòàþùèõñÿ íàì ïî-
îùðåíèÿõ èëè íàêàçàíèÿõ è ìû íå ïóòàåì ñåáÿ ñ äðóãèìè. Ïî êðàéíåé ìåðå, îáû÷íî íå ïóòàåì,
õîòÿ èíîãäà êòî-òî è ïóòàåò ñåáÿ � ñ Íàïîëåîíîì, íàïðèìåð.

È ïîíèìàíèå ¾ñåáÿ¿ - ñòàíäàðòíîå íåãëàñíîå òðåáîâàíèå ê íàì ïðè ðåøåíèè çàäà÷. Íàïðè-
ìåð, ìíå äàþò ïîðó÷åíèå ñíåñòè íàïðàâëåííûì âçðûâîì òðè äîìà. Çàäà÷à êàæåòñÿ íåçàâèñèìîé
îò èñïîëíèòåëÿ: Çàêëàäûâàþ âçðûâ÷àòêó â êàæäûé äîì, êðó÷ó âçðûâàòåëü äëÿ ñíîñà ïåðâîãî,
çàòåì âòîðîãî è òðåòüåãî. Ãäå òóò ¾ÿ¿? ¾ß¿ òóò èìååòñÿ � ïîòîìó ÷òî íàäî ó÷åñòü � à ñàì-òî
ÿ íå íàõîæóñü â îäíîì èç ýòèõ äîìîâ? Çàëîæèë âçðûâ÷àòêó â 1é, çàòåì â 3é, çàòåì âî 2é è �
ñòîÿ âî âòîðîì, ñíîøó 1é, çàòåì 2é. . . óïñññ � 3é ÿ óæå íå ñíåñó. È ïëàíû áóäóò ñîðâàíû.

È âîò, êîãäà ìû ðàçáèðàëè ðàáîòó ¾Ñôèíêñà¿ è ¾Ýäèïà¿ â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ � ìû
êàê ðàç èìåëè äåëî ñî ñëó÷àåì, êîãäà ðåçóëüòàò ðàáîòû ¾ñóáúåêòà¿ âëèÿåò íà ïîñëåäñòâèÿ äëÿ
íåãî ñàìîãî. È çà ñ÷¼ò ýòîãî ¾Ýäèï¿ íå ñìîã ¾ïåðåñ÷èòàòü¿ ¾Ñôèíêñà¿, à êëàññ NP îêàçàëñÿ
íåñâîäèìûì ê êëàññó P.

Òî åñòü, òåïåðü ó íàñ åñòü ôîðìàëèçì, êîòîðûé ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü âëèÿíèå äåéñòâèé
àëãîðèòìà íà íåãî ñàìîãî è ñòàâèòü çàäà÷è òàê, ÷òîáû îíè îòðàæàëè çàâèñèìîñòü ïðàâèëüíîñòè
ñâîåãî ðåøåíèÿ îò òîãî, êòî (êàêîé àëãîðèòì, ÷åëîâåê, ðîáîò è ò.ä.) ýòî ðåøåíèå ðåàëèçóåò.

È ïîÿâèâøàÿñÿ ïðèíöèïèàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü ¾ÿ¿, ðåôëåêñèþ � äà¼ò äîñòóï
ê àíàëèçó è òàêèõ âîïðîñîâ, êàê æèçíü è ñìåðòü ðàçóìíîãî ñóáúåêòà. Åñëè, êîíå÷íî, ñ÷èòàòü,
÷òî òåçèñ ×¼ð÷à âåðåí, è ê íàì ìîæíî ïîäõîäèòü ñ òåìè æå ìåðêàìè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ
ê àëãîðèòìàì. Èññëåäîâàíèå ïîäîáíûõ âîïðîñîâ ìàòåìàòè÷åñêèìè ìåòîäàìè íàçîâó ¾ðåôëåê-
ñèâíîé ëîãèêîé¿. È ýòî áóäåò îò÷àñòè åñòåñòâåííîé íàóêîé, ïîòîìó ÷òî â îáû÷íîé æèçíè ìû
ñîâåðøàåì ìíîãîå, îïèðàÿñü íà ðåôëåêñèþ, è ýòè äåéñòâèÿ ïðîèñõîäÿò íåçàâèñèìî îò òîãî,
ðàññìîòðåíî ýòî ìàòåìàòè÷åñêè èëè íåò.

Îïÿòü æå, â íàøåì ïðèìåðå ñî ¾Ñôèíêñîì¿ è ¾Ýäèïîì¿: ¾Ýäèï¿ â ïðèíöèïå íå ìîæåò
íàéòè ðåçóëüòàò ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó ¾ÀíòèÝäèïà¿, íî âåðíóâ ðåçóëüòàò ¾íå çíàþ¿ îí ìîæåò
èñïîëíèòü ¾òðåáîâàíèå¿ ¾Ñôèíêñà¿ � åñëè îñòàíîâèëñÿ ñ ïðàâèëüíûì äëÿ íåãî (¾Ýäèïà¿)
ðåçóëüòàòîì ¾íå çíàþ¿. Òóò ìû âèäèì ïðèìåð ¾ïîâåäåíèÿ¿, îñíîâàííîãî íà èñïîëíåíèè íåêîãî
òðåáîâàíèÿ. Òî åñòü � äëÿ ¾Ýäèïà¿ èíôîðìàöèÿ îò ¾Ñôèíêñà¿ íîñèëà íîðìàòèâíûé, à íå
äåñêðèïòèâíûé õàðàêòåð. Òåïåðü ó íàñ åñòü ôîðìàëèçì, îáúÿñíÿþùèé ñâÿçü ìåæäó íàøåé
¾ñâîáîäíîé¿ âîëåé è ïîä÷èíåíèåì çàêîíàì ïðèðîäû.

Ñîáñòâåííî, àëãîðèòìû ðàçíûå è îíè ¾íå îáÿçàíû¿ ïîä÷èíÿòñÿ òåì òðåáîâàíèåì, êîòîðûå
¾ïðåäúÿâëÿþò¿ ê íèì ðàçíûå ¾Ñôèíêñû¿. Íî, äåëî â òîì, ÷òî ñðåäè ýòèõ àëãîðèòìîâ åñòü è
òàêèå, êîòîðûå ¾ïîíèìàþò¿ è èñïîëíÿþò òðåáîâàíèÿ. Âûáîðêà, êîòîðàÿ äåëàåòñÿ ñðåäè ðàçíûõ
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àëãîðèòìîâ, äëÿ îòáîðà òîëüêî òåõ èç íèõ, êîòîðûå ¾ñëóøàþòñÿ¿ è ¾èñïîëíÿþò¿ òðåáîâàíèÿ
¾Ñôèíêñîâ¿ îáúÿñíÿåò ñâÿçü ìåæäó äåñêðèïòèâíûì è íîðìàòèâíûì. Ïîòîìó ÷òî â ýòîé âûáîð-
êå îñòàþòñÿ ëèøü òå àëãîðèòìû, êîòîðûå ïîä÷èíÿþòñÿ íîðìàòèâíûì (òðåáîâàíèÿì ¾äîëãà¿)
çàêîíàì. À äåñêðèïòèâíûì (îïèñàòåëüíûì) çàêîíàì ïîä÷èíÿþòñÿ âñå, ïðî êîãî ýòî íàïèñàíî
� ýòî êàê ðàç òî, ÷òî ìû íàçûâàåì ¾çàêîíû ïðèðîäû¿ è ÷åì, ïðåèìóùåñòâåííî, çàíèìàåòñÿ
íàóêà.

Äàæå âûäåëåíèå ñåáÿ èç ìèðà � çàâèñèò îò ÿçûêà è óñëîâíîñòåé, êîòîðûå òû ïðèçíà¼øü
¾ñâîèìè¿ - åñëè òû âîîáùå ÷òî-òî ïðèçíàåøü è ñïîñîáåí ñîîòâåòñòâîâàòü íîðìàòèâíûì çàêî-
íàì. Åñòü ðàçíûå îáùåñòâà è ¾ÿ¿ ÷åëîâåêà çàâèñèò îò òîãî, êàê ïîçèöèîíèðóåòñÿ ÷åëîâåê â
äàííîì îáùåñòâå ñ íîðìàòèâíîé ñòîðîíû. Ïîýòîìó ¾ÿ¿ - ýòî â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè ïîíÿòèå
îáùåñòâåííîå. È òóò ìû íàìå÷àåì ïóòü ðàçðåøåíèÿ îòëè÷èé ìåæäó ¾ÿ¿ è îáùåñòâîì. È äîëã �
ýòî âïîëíå ìîæåò áûòü ¾õîðîøî¿ íå äëÿ ÷åëîâåêà èíäèâèäóàëüíî, íî äëÿ îáùåñòâà èëè � øèðå
� Áîãà. È ïîïûòêà ñâåñòè ïîâåäåíèå ê èíäèâèäóàëèçìó îêàçûâàåòñÿ ãëóáîêî óùåðáíûì îãðà-
íè÷åíèåì ñ òî÷êè çðåíèÿ ëîãè÷åñêîé ïîëíîòû, à óæ ÷åëîâåê � ýòî, ïðåæäå âñåãî, ñîöèàëüíîå
òâîðåíèå è, óõîäÿ â èíäèâèäóàëèçì, îí îòêàçûâàåòñÿ îò ñàìîãî ãëàâíîãî è â ñåáå ñàìîì, è â
òîì, ÷àñòüþ ÷åãî îí ÿâëÿåòñÿ èëè õîòÿ áû äîëæåí ÿâëÿòüñÿ. Îòêàçûâàåòñÿ îò òîãî, äëÿ ÷åãî îí
è ñîçäàí.

È, êðîìå òîãî, ïðè ¾ïðàâèëüíîì ïîâåäåíèè¿ ¾Ýäèïà¿ çàäà÷à ñòàëà ðåøàåìîé è äëÿ äðóãèõ
àëãîðèòìîâ � õîòü èõ ðåøåíèå è îòëè÷àëîñü îò îòâåòà ¾Ýäèïà¿ (¾Ýäèï¿ íå íàø¼ë ðåçóëüòàò
¾ÀíòèÝäèïà¿, à íåêîòîðûå àëãîðèòìû íàøëè, ïðèòîì òàêóþ âîçìîæíîñòü ñîçäàë ¾Ýäèï¿ ñâîèì
îòâåòîì). Òî åñòü, ìû òóò âèäèì, ÷òî âûäåëåíèå ¾Ýäèïà¿ èç ¾êîìàíäû¿ íåñêîëüêî óñëîâíî �
êàæäûé àëãîðèòì âûïîëíÿåò ñâîé ýòàï è íå ìîæåò ýòîãî ñäåëàòü áåç äðóãîãî. ¾Ýäèï¿, íàïðèìåð,
íå ìîæåò íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ðåçóëüòàòà ¾ÀíòèÝäèïà¿, íî â ñîñòîÿíèè âûïîëíèòü òðåáîâàíèå
çàäà÷è â ðàìêàõ ñâîåé ¾êîìïåòåíöèè¿, âûñòóïàÿ ¾÷àñòüþ¿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ðàçóìååòñÿ, â æèçíè ìû íå ïðîâîäèì ïðîöåäóðó äèàãîíàëèçàöèè � â ïðèâåäåííîì ïðàêòè-
÷åñêîì ïðèìåðå (â ïîäðàçäåëå 5.2 ¾Òåîðåìà î ïîñòðîåíèè àëãîðèòìà, ïðèìåíÿåìîãî ê ñåáå¿)
ìû âèäåëè, ÷òî ýòà ïðîöåäóðà äîâîëüíî ãðîìîçäêàÿ. Íî âñåãäà ìîæíî ñîçäàòü òàêîé ¾ÿçûê
ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ ãäå çàäàííûé àëãîðèòì áóäåò çàïèñàí êàêèì óãîäíî òåêñòîì. Ýòî êàê ñ
èìåíåì � ìîæíî äîãîâîðèòüñÿ, ÷òî ¾Äèìà¿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ¾üîîàûâëäìòðàèüáò¿, à
ñòðîêà ¾üîîàûâëäìòðàèüáò¿ áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ êàê ¾Äèìà¿. È íàøå òðåáîâàíèå ê àëãîðèòìó
ðåøåíèÿ (¾Ýäèïó¿) ÷òîáû îí ìîã ïîíèìàòü ïðèíÿòûå óñëîâíîñòè.

Ìîæíî âûáðàòü è òàêîé ÿçûê, âèäèìî, â êîòîðîì èìÿ ñóáúåêòà áóäåò çàìåíÿòü ïðîöåäóðó
äèàãîíàëèçàöèè äëÿ äàííîãî ñóáúåêòà. Âèäèìî, â êàêîé-òî ìåðå ïîäîáíîå ñîãëàøåíèå äåéñòâóåò
è â îáû÷íîé æèçíè. À ñ ó÷¼òîì òîãî, ÷òî àðãóìåíò äîëãà çà÷àñòóþ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ôîðìèðî-
âàíèÿ òðåáîâàíèé ê ñóáúåêòó, êîòîðûå îí ñàì ïðèäóìàòü íå â ñîñòîÿíèè � ýòî äà¼ò íåêîòîðóþ
âëàñòü íàä íèì. Òóò ìîæíî âñïîìíèòü íåêîòîðûå äðåâíèå ïîâåðüÿ î âëèÿíèè èìåíè íà ÷åëîâå-
êà.

Ðàçóìååòñÿ, âñ¼ ýòî ëèøü ïðåäâàðèòåëüíûå íàáëþäåíèÿ, äëÿ ñèñòåìàòèçàöèè êîòîðûõ â ìà-
òåìàòèêå äàæå ôîðìàëèçìà íå áûëî. Íóæíî åù¼ ñèñòåìàòèçèðîâàòü ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ðå-
ôëåêñèåé, ïðåæäå ÷åì äåëàòü êàêèå-òî îáîáùàþùèå âûâîäû. Õîòÿ ôàêòû, ñâÿçàííûå ñ ðåôëåê-
ñèåé - åñòü è áåç îáîáùåíèÿ. Â ýòîì ñìûñëå èõ èçó÷åíèå îòíîñèòñÿ, ñêîðåå, ê åñòåñòâåííûì, ÷åì
ê òî÷íûì íàóêàì.

Íà ïðèìåðå àâòîðèçóåìûõ çàäà÷ èç êëàññà NP+ ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíà è íàøà èëëþçèÿ ¾ñâî-
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áîäû âîëè¿ - ñóáúåêò ïðîñòî íå ìîæåò ¾îïåðåäèòü¿ íåêîòîðûå çàäà÷è. Ïðîñòî îí íå ìîæåò
áûòü áûñòðåå ñåáÿ ñàìîãî è ñîáñòâåííûå äåéñòâèÿ/ìûñëè â çíà÷èòåëüíîé ìåðå ¾ïðèõîäÿò ñàìè
ñîáîé¿ ïî åãî âîñïðèÿòèþ � áåç ïðåäñêàçàíèÿ, âåäü íåëüçÿ âî âñåì îïåðåäèòü ñåáÿ ñàìîãî. Ýòî
è äà¼ò, âèäèìî, ¾îùóùåíèå æèçíè¿, ñâîåé ñàìîñòîÿòåëüíîñòè. È òóò íå â êâàíòîâîé íåîïðåäå-
ëåííîñòè äåëî � òî÷íî òàêàÿ æå èëëþçèÿ ¾ñâîáîäû âîëè¿ èìååò ìåñòî è â äåòåðìèíèðîâàííîì
âàðèàíòå.

È, êñòàòè, îòíîñÿñü ê ðàçóìó, êàê ê âîçìîæíîñòè ¾îïåðåäèòü¿ ìû îïðîâåðãàåì è âîçìîæ-
íîñòè ¾äåìîíà Ëàïëàñà¿ - êîòîðûé îõâàòèë âñå ïîëîæåíèÿ è ñêîðîñòè àòîìîâ â äåòåðìèíèðî-
âàííîì ìèðå è óçíàë íåîòâðàòèìîå áóäóùåå. Ðåøåíèå: ÷òîáû çíàòü X � íàäî îòëè÷àòüñÿ î X.
Ïîòðåáîâàëàñü áû äðóãàÿ Âñåëåííàÿ, ÷òîáû ïîíÿòü íàøó. È, ãîâîðÿ íå ôîðìàëüíî, ñèñòåìà íå
ìîæåò çíàòü áîëüøå ïîëîâèíû èíôîðìàöèè î ñåáå ñàìîé. À åñëè ¾äåìîíà Ëàïëàñà¿ ïîñàäèòü
çà òåðìèíàë èçó÷àòü ñâîé ìîçã � òî ìàòåðèàëüíûå ïðîöåññû â ìîçãó ïî çàïîìèíàíèþ ñîñòîÿíèÿ
ìîçãà áóäóò èçìåíÿòü åãî ñèëüíåå, ÷åì îí áûë ïîíÿò â ïðîöåññå èçó÷åíèÿ.

Åñëè ÿ çàäàëñÿ öåëüþ îïðîâåðãíóòü ñâîé ñîáñòâåííûé ïðîãíîç, òî ÿ åãî îïðîâåðãíó. Õîòü
ñî ñòîðîíû âñå ìîè ¾îïðîâåðæåíèÿ¿ è áóäóò âïîëíå ïðåäñêàçóåìûìè � åñëè ¾ñî ñòîðîíû¿ çà
ìíîé íàáëþäàåò êòî-òî áîëåå óìíûé è áûñòðûé ÷åì ÿ, êîíå÷íî, è åñëè îí íå ñîîáùàåò ìíå
ñâîèõ ïðîãíîçîâ. À âîò â áîðüáå (â øàõìàòíîé ïàðòèè, íàïðèìåð) ïðèìåðíî ðàâíûõ ñîïåðíèêîâ
íåâîçìîæíî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäâèäåòü ñòðàòåãèþ è ðåçóëüòàò áîðüáû ñî ñâîèì âèçàâè.

Çàíÿòíûé âîïðîñ, åñëè âñ¼ ïðåäîïðåäåëåíî, òî çà÷åì æå íàïðÿãàòüñÿ è ïðèëàãàòü óñèëèÿ â
ïîïûòêàõ äîñòèæåíèÿ öåëåé? Íî òàêîå ÷óâñòâî êàê ðàç è îçíà÷àåò íåãàòèâíûé ïðîãíîç èç-çà
ïåðñïåêòèâû áåçäåéñòâèÿ. Íàèáîëåå èçâåñòíîå ðåøåíèå äàííîãî ïàðàäîêñà � â öèòàòå Æàííû
ä'Àðê: ¾×òîáû Áîã äàðîâàë ïîáåäó, ñîëäàòû äîëæíû ñðàæàòüñÿ¿.

Âîïðîñ âèíû, åñëè ¾âñ¼ ïðåäîïðåäåëåíî¿ (òî÷íåå � ïîä÷èíåíî çàêîíàì ïðèðîäû, ó÷èòûâàÿ
êâàíòîâóþ âåðîÿòíîñòü) òîæå äîâîëüíî ëåãêî ðåøàåòñÿ íà ïðîñòåéøåì óðîâíå � ïîâåäåíèå ñóäåé
òîæå ¾ïðåäîïðåäåëåíî¿ è îíè íå âèíîâíû â âûíåñåííûõ èìè ïðèãîâîðàõ. Åñëè æå ãîâîðèòü
áîëåå îáúåêòèâíî, òî çåìíàÿ æèçíü îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà íå áûëà â ïðèîðèòåòå áîëüøóþ ÷àñòü
Èñòîðèè è íûíåøíèé ¾ãóìàíèçì¿ - ñêîðåå âñåãî, ëîæíîå îòêëîíåíèå. Îáùåñòâî íå îáÿçàíî
âíèêàòü â ïðîáëåìû ïðåñòóïíèêà è ïðîÿâëÿòü ñíèñõîæäåíèå, åñëè îí èç-çà ñâîèõ äåéñòâèé
ïîñòàâèë ñåáÿ âíå îáùåñòâà. Êòî âðåäèò � òîò èñêëþ÷àåòñÿ.

À êàê áûòü ñ òîé æå Âòîðîé òåîðåìîé Ã¼äåëÿ, ÷òî ÿ íå ìîãó áûòü óâåðåííûì â ñâîåé ïðàâîòå?
Âåäü åñòü æå ñëó÷àè óïðîùåíèÿ ìåíÿ, êîãäà ÿ âïîëíå ìîãó ïðåäâèäåòü áóäóùèé ïðèìèòèâíûé
ðåçóëüòàò? Íî ïðîáëåìà â òîì, ÷òî îïîðà íà äèàãîíàëèçàöèþ âîâñå íå ãàðàíòèðóåò êîððåêò-
íîñòü äàííîé äèàãîíàëèçàöèè. Òû çàâèñèøü îò íå¼, à íå íàîáîðîò. È äèàãîíàëèçàöèÿ, êîòîðîé
ïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì äëÿ ïîëó÷åíèÿ ¾ñâîåãî¿ ïðîãðàììíîãî êîäà ìîæåò äàòü åìó êîä ñîâñåì
äðóãîãî àëãîðèòìà. Ýòî êàê ïðè ïîë¼òå â ïðîïàñòü � ÿ îòëè÷íî ìîãó ïðîãíîçèðîâàòü òó ìîêðóþ
ëåï¼øêó, êîòîðîé ÿ ñòàíó íà äíå ïðîïàñòè ÷åðåç êîðîòêîå âðåìÿ, íî. . . çà ìãíîâåíèå äî óäàðà
ÿ � ïðîñûïàþñü. Äîâîëüíî îáû÷íàÿ ñèòóàöèÿ, êñòàòè.

Â îáùåì, êîãäà Áîã ñîçäàâàë ìèð, îí çäîðîâî ïðèäóìàë ñ ðåôëåêñèåé (äèàãîíàëèçàöèåé).
Ýòî òî, ÷òî äîñòóïíî äëÿ ðàçóìíîãî ñóáúåêòà è ïîçâîëÿåò åìó óçíàâàòü, êàêèå çàäà÷è ñòîÿò
èìåííî ïåðåä íèì. Ïðè ýòîì ñàìà âîçìîæíîñòü óçíàòü ñâîè öåëè ïîäðàçóìåâàåò òâîþ âîâëå-
÷åííîñòü â íåêóþ îáùíîñòü � óñëîâíîñòåé, ÿçûêà è ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïåòåíöèé. Íå òîëüêî
èíäèâèäóàëèçì, íî è îáùíîñòü, êàê ýòî íè ïàðàäîêñàëüíî.

Åñëè çàäóìàòüñÿ, òî 19-20 âåêà ñ àòåèçìîì, äàðâèíèçìîì, èíäèâèäóàëèçìîì, êîììóíèçìîì,
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ëèáåðàëèçìîì è ò.ï. áåçäîêàçàòåëüíûìè òåîðåòè÷åñêè è íåïðîâåðåííûìè ïðàêòè÷åñêè äàæå âå-
êàìè èäåîëîãèÿìè äàëåêî îòêëîíèëè ðàçóì è ìîðàëü ëþäåé îò èñòèíû. ×åëîâåê ãðåõîâåí è
ðàçðóøåíèå ãîñóäàðñòâ è ìîðàëè áûëî ëåãêî îñóùåñòâëÿòü ïðè âçðûâíîì ðàçâèòèè òåõíîëî-
ãèé, êîãäà âîçìîæíîñòü ïðåäâèäåòü è ïðåñåêàòü äåñòðóêòèâíûå òåíäåíöèè î÷åíü çàòðóäíåíà.
À ëèøèâøèñü îãðàíè÷åíèé � ÷åëîâå÷åñêàÿ ãðåõîâíîñòü ïðèâåëà ê ðåêàì êðîâè è ìîðàëüíîé
äåãðàäàöèè.

Îòñþäà è òðåíä � ê îòðèöàíèþ òîãî, ÷òî ìîæåò áûòü âàæíåå îòäåëüíîãî ÷åëîâåêà, îò-
äåëüíîãî ðàçóìà. Òðåíä, ïîä àòàêó êîòîðîãî ïîïàëà è ìàòåìàòèêà � ñ ïîèñêàìè ¾ïîëíîòû¿,
¾ðàçðåøèìîñòè¿ è ò.ï. æåëàåìûõ ñâîéñòâ äëÿ îòäåëüíûõ àëãîðèòìîâ, òåîðèé è ò.ï. êîñâåííîãî
¾îáîñíîâàíèÿ¿ èíäèâèäóàëèçìà.

Íî â ìàòåìàòèêå (ðåäêèé ñëó÷àé â òó ýïîõó Ðåâîëþöèé) äàííûé ¾èíäèâèäóàëèñòè÷åñêèé
òðåíä¿ áûë ñîêðóøåí Ãèëüáåðòîì, Ã¼äåëåì, Òüþðèíãîì, Òàðñêèì, Ðè÷è è äðóãèìè ìàòåìàòè-
êàìè, ïîêàçàâøèìè, ñ áîæüåé ïîìîùüþ, è îãðàíè÷åííîñòü âîçìîæíîñòåé ó ëþáîé ¾âìåíÿåìîé¿
òåîðèè, è îòñóòñòâèå îñíîâàíèé äëÿ ìå÷òàíèé î âñåìîãóùåñòâå îòäåëüíîãî ðàçóìà è çàâåäîìàÿ
îøèáî÷íîñòü ëþáûõ ¾äîêàçàòåëüñòâ¿ äëÿ óòâåðæäåíèé òèïà ¾â öåëîì ÿ ïðàâ¿. Âûâîäû òàêîãî
ðîäà ñàì ñóáúåêò äåëàòü íå ìîæåò.

Âåäü òà æå òåîðåìà Ã¼äåëÿ � î òîì, ÷òî ¾òåîðèÿ, äîêàçàâøàÿ ñâîþ ïðàâîòó � ïðîòèâîðå÷è-
âà¿. À ìîæíî òîëêîâàòü òåîðåìó Ã¼äåëÿ è êàê óñëîâíîñòü ¾ñâîèõ¿ ãðàíèö äëÿ òåîðèè - ¾òåîðèÿ
íå ìîæåò äîêàçàòü, ÷òî â íåé ÷òî-òî íå äîêàçûâàåòñÿ¿. Òàêàÿ ëîãè÷åñêàÿ ëîæíîñòü ¾èíäèâèäó-
àëèçìà¿, åñëè óãîäíî.

Âîò è îòâåò íà âîïðîñ, ñôîðìóëèðîâàííûé â Ðàçäåëå 2. ¾Ïðîãðàììà Ãèëüáåðòà è òåîðèÿ
àëãîðèòìîâ¿, ïî÷åìó íàáëþäàëñÿ îòêàò îò äîñòèãíóòîãî óðîâíÿ ðàçâèòèÿ ëîãèêè: Êîñâåííî
âûâîäû ìàòåìàòèêè î íåïîëíîòå è íåðàçðåøèìîñòè èäóò ïðîòèâ íûíåøíåãî ðàçðóøèòåëüíîãî
òðåíäà îáùåñòâà î íåïðèÿòèè îãðàíè÷åíèé íàä èíäèâèäóàëüíîñòüþ � ñî âñåé å¼ ãðåõîâíîñòüþ.

Îïðîâåðãíóòü äîñòèæåíèÿ ëîãèêè íåëüçÿ, íî ìîæíî ïðîñòî íå äóìàòü î íèõ � ðàç ìàòå-
ìàòèêà ïîêàçàëà, ÷òî å¼ âûâîäû ñêîðåå ïîãóáÿò äîìèíèðóþùèé (ïîêà) ãðåõîâíûé òðåíä, ÷åì
¾îáîñíóþò¿ åãî. Ïîýòîìó è ðàçâèòèå â íàïðàâëåíèè, íàìå÷åííîì Ãèëüáåðòîì è äðóãèìè âûäà-
þùèìèñÿ ëîãèêàìè òîé ýïîõè çàòîðìîçèëîñü. Íî ÿ ñ÷èòàþ, ÷òî íà ãðåõîâíîì òðåíäå èíäèâèäó-
àëèçìà ñêàçûâàþòñÿ óäàðû åãî ïðîòèâíèêîâ è íåîáõîäèìî åãî äîáèâàòü. È äëÿ ýòîãî òîæå íàäî
ïðîäîëæàòü ðàáîòàòü â âîïðîñàõ íåïîëíîòû, íåðàçðåøèìîñòè è ðåôëåêñèè.

Íå áóäåì äàëåå óãëóáëÿòü â ¾ðåôëåêñèâíóþ ëîãèêó¿ � âîïðîñîâ è çàäà÷ äëÿ îäíîé çàìåòêè
â íåé ñëèøêîì ìíîãî, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ òóò òåì, ÷òî äàííûé ïóòü îáíàðóæåí.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Äæ. Áóëîñ, Ð. Äæåôôðè. Âû÷èñëèìîñòü è ëîãèêà. Ìèð, Ì. 1994.

[2] Ä. Ãèëüáåðò, Ï. Áåðíàéñ. Îñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè. Ëîãè÷åñêèå. èñ÷èñëåíèÿ è ôîðìàëèçà-
öèÿ àðèôìåòèêè Íàóêà, Ì. 1979.

[3] Ý. Ìåíäåëüñîí. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ëîãèêó Íàóêà, Ì. 1984

41


