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Дескриптивная сложность: анализ трудов лауреата премии Гёделя, 

Нила Иммермана, и их влияния на теоретическую информатику 

 

Введение: Смена парадигмы в теории сложности вычислений 

Теория вычислительной сложности исторически формировалась вокруг 

концепции абстрактных вычислительных машин - прежде всего, машины 

Тьюринга - и измерения ресурсов, таких как время (количество шагов) и 

пространство (объем памяти), необходимых для разрешения того или иного 

алгоритмического вопроса.  

Однако такой машиноцентричный подход, несмотря на свою 

фундаментальность и историческую значимость, оставлял открытым глубокий 

гносеологический вопрос: зависит ли сложность вычислительной задачи 

исключительно от архитектуры абстрактного вычислителя, или она 

неразрывно связана с логической структурой и семантической плотностью 

самого поставленного вопроса? Иными словами, определяет ли язык описания 

проблемы ее вычислительную трудность? 

Утверждение о том, что классическая логика не способна выразить 

вопросы вычислимости, было наиболее ярко и окончательно опровергнуто 

развитием области дескриптивной сложности (Descriptive Complexity).  

Эта область переосмыслила классы сложности не через призму 

потребляемых ресурсов, а через выразительную силу логических языков, 

необходимых для строгого формализуемого формулирования самой задачи. 

Абстрагируясь от конкретных моделей машин, дескриптивная сложность 

показала, что вычислительная мощность напрямую коррелирует с 

грамматическими и синтаксическими конструкциями математической логики. 

Одним из главных архитекторов и ключевых разработчиков этой 

области является американский ученый Нил Иммерман (Neil Immerman), чьи 
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фундаментальные исследования навсегда изменили ландшафт теоретической 

информатики.  

Труды Иммермана доказали, что вычислительная сложность любого 

свойства конечной структуры может быть элегантно и полно понята через 

богатство логического языка, необходимого для его описания.  

В настоящей работе мы провели подробный детализированный анализ 

исследований Нила Иммермана, начиная с его результатов о связи логик с 

неподвижной точкой (Fixed-Point Logic) с полиномиальным временем 

(PTIME), продолжая революционным доказательством замкнутости 

недетерминированных пространственных классов относительно дополнения 

(знаменитая теорема Иммермана - Селепченьи) и заканчивая его вкладом в 

теорию динамической сложности, параллельных вычислений и статического 

анализа программ.  

Глубокий анализ этих концепций демонстрирует, как дескриптивный 

подход позволил решить проблемы, остававшиеся открытыми десятилетиями, 

и создал новые фундаментальные инструменты для формальной верификации, 

анализа баз данных и, в последнее время, для машинного доказательства 

теорем. 

Академический и биографический контекст формирования 

теоретика 

Формирование научных взглядов Нила Иммермана и его 

исследовательских приоритетов неразрывно связано с крупнейшими центрами 

изучения теоретической информатики в США и практическим опытом работы 

с вычислительными ограничениями. Иммерман получил степени бакалавра 

(B.S.) и магистра (M.S.) по математике в Йельском университете (Yale 

University) в 1974 году, завершив эту интенсивную программу обучения всего 

за три года. После окончания Йельского университета он взял академический 
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отпуск, который оказался судьбоносным для понимания физических 

ограничений вычислительной техники. В этот период он работал 

программистом в компании GTE Sylvania, где занимался разработкой 

программного обеспечения для ранних компьютерных телефонных 

коммутаторов. Его задача заключалась в управлении 96 телефонными 

линиями с использованием архитектуры PDP-8, которая обладала крайне 

ограниченным объемом памяти - всего 4 килобайта. Эта практическая 

необходимость упаковки сложных логических конструкций в жесткие рамки 

пространственных ограничений, по всей видимости, оказала значительное 

влияние на его последующий интерес к пространственной вычислительной 

сложности и логическим абстракциям. 

После работы в индустрии Иммерман поступил в Корнеллский 

университет (Cornell University), где первоначально специализировался на 

математической логике, но в итоге защитил докторскую диссертацию (Ph.D.) 

в 1980 году в области теоретической информатики под руководством Юриса 

Хартманиса (Juris Hartmanis).  

Хартманис, будущий лауреат премии Тьюринга и один из 

основоположников классической теории сложности, обеспечил ту среду, в 

которой математическая логика могла слиться с теорией вычислений. Именно 

в своей диссертационной работе Иммерман фактически заложил основы 

дескриптивной сложности, показав, что все важные классы вычислительной 

сложности имеют естественные характеризации в логике. 

После получения докторской степени Иммерман преподавал в 

Университете Тафтса (Tufts University) и Йельском университете, а также 

работал в качестве приглашенного исследователя в Научно-

исследовательском институте математических наук в Беркли (MSRI), 

Корнеллском университете, Университете Висконсина и Стэнфордском 
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университете. С 1989 года он связал свою академическую карьеру с 

Массачусетским университетом в Амхерсте (University of Massachusetts 

Amherst), где работал в Колледже информации и компьютерных наук имени 

Мэннинга (Manning College of Information and Computer Sciences), став 

впоследствии почетным профессором (Professor Emeritus). 

Научные достижения Иммермана были отмечены высшими 

академическими наградами.  

В 1995 году он (совместно с Робертом Селепченьи) был удостоен 

Премии Гёделя (Gödel Prize) в области теоретической информатики за 

доказательство того, что недетерминированные классы пространственной 

сложности замкнуты относительно дополнения.  

Кроме того, Иммерман является действительным членом (Fellow) 

Ассоциации вычислительной техники (ACM, избран в 2002 году) и 

стипендиатом престижного фонда Гуггенхайма (Guggenheim Fellow, 2003–

2004).  

Изданная им в 1999 году книга «Descriptive Complexity» стала 

классическим и основополагающим монографическим трудом в данной 

области, объединив разрозненные статьи в стройную и элегантную 

математическую теорию, используемую исследователями по всему миру. 

Фундаментальная иерархия: дескриптивная картина сложности 

До систематического развития дескриптивной сложности классические 

теоремы уже намекали на тесную связь между логикой и вычислениями. 

Первым явным прорывом в этом направлении стала историческая теорема 

Рональда Фейгина (Fagin's Theorem, 1974), которая установила, что класс 

неразрешимых за полиномиальное время задач (точнее, класс NP) в точности 

совпадает с множеством свойств конечных структур, выразимых в 

экзистенциальной логике второго порядка (Existential Second-Order Logic, 
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). Это был поразительный результат, который доказал, что определение 

сложности больше не требует понятия времени, абстрактной машины или 

полиномиальных ограничений - только грамматическую структуру самой 

логической формулы. 

Опираясь на фундамент Фейгина, Иммерман расширил дескриптивный 

подход до масштабов практически всей известной иерархии классов 

сложности, создав исчерпывающую систему логических характеризаций. 

Центральная методологическая идея исследований Иммермана заключается в 

том, что логика первого порядка (First-Order Logic, FO) сама по себе слишком 

слаба для выражения рекурсивных свойств. Например, FO не может выразить 

свойство связности графа или достижимости одной вершины из другой. 

Однако, при добавлении к FO специфических математических операторов 

(например, транзитивного замыкания или неподвижной точки), выразительная 

сила языка скачкообразно возрастает, в точности совпадая с границами 

классических вычислительных классов. 

Следующая таблица обобщает установленные Иммерманом (и другими 

исследователями, такими как Варди, Фейгин, Абитебуль, Виану и Градель) 

строгие эквивалентности между машинной сложностью и логическими 

формализмами. Важным условием для классов ниже NP является наличие в 

структуре встроенного линейного порядка ( ). 

 

 

Класс 

сложности 

(Машинный) 

Описание 

вычислительн

ых ресурсов 

Дескрипт

ивная 

характеризаци

я (Логика) 

Введенн

ый оператор / 

Описание 
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AC^0 / 

LogTime 

Hierarchy 

Схемы 

полиномиально

го размера и 

константной 

глубины 

FO Классичес

кая логика 

первого порядка 

(без 

дополнительны

х операторов). 

L Детермин

ированная 

логарифмическа

я память 

FO(DTC) Логика 

детерминирован

ного 

транзитивного 

замыкания. 

Путь 

продолжается 

только при 

отсутствии 

ветвлений. 

NL Недетерм

инированная 

логарифмическа

я память 

FO(TC) / 

SO-Krom 

Логика 

транзитивного 

замыкания. 

Эквивалентна 

формулам 

Крома второго 

порядка. 

P Полиномиаль- FO(LFP) / Логика 
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(PTIME) ное время SO-Horn наименьшей 

неподвижной 

точки. 

Индуктивное 

монотонное 

построение 

отношений. 

NP Недетер-

минированное 

полиномиаль-

ное время 

 Экзистен-

циальная логика 

второго порядка 

(Теорема 

Фейгина). 

PSPACE Полиномиаль-

ная память 

FO(PFP) Логика 

частичной 

неподвижной 

точки. Снято 

ограничение 

монотонности. 

PH Полиноми

альная иерархия 

SO Полная 

логика второго 

порядка. 

 

От логики первого порядка к полиномиальному времени: теорема 

Иммермана - Варди 

Одним из абсолютных краеугольных камней дескриптивной сложности 
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является независимое доказательство Нилом Иммерманом (1982) и Моше 

Варди (1982) теоремы, связывающей логику наименьшей неподвижной точки 

(Least Fixed-Point Logic, FO(LFP)) и полиномиальное время (PTIME, или P). 

Обычная логика первого порядка способна выражать лишь локальные 

свойства структур с помощью кванторов существования и всеобщности, чья 

глубина вложенности строго фиксирована. Чтобы преодолеть это ограничение 

и моделировать циклы или рекурсию, свойственные алгоритмам, логика 

расширяется оператором LFP. Этот оператор позволяет итеративно строить 

новые отношения (предикаты) вплоть до достижения стабилизации. Механизм 

действия оператора LFP концептуально связан с рекурсивными 

определениями: формула с оператором LFP содержит только положительные 

вхождения целевой реляционной переменной  (что синтаксически 

гарантирует монотонность оператора). Благодаря монотонности, при 

многократном применении формулы к пустой начальной структуре, каждое 

новое поколение отношения  либо включает в себя предыдущее поколение 

и расширяется, либо остается неизменным. Поскольку общее число 

возможных кортежей ограничено полиномом от размера конечного 

универсума (а именно , где  - размер структуры, а  - арность отношения), 

итеративный процесс неизбежно сойдется к неподвижной точке за 

полиномиальное число шагов. 

Теорема Иммермана - Варди (Immerman-Vardi Theorem) постулирует: на 

классе линейно упорядоченных конечных структур класс языков, разрешимых 

машинами Тьюринга за полиномиальное время, в точности совпадает с 

классом свойств, выразимых формулами логики наименьшей неподвижной 

точки FO(LFP). 

Значение требования упорядоченности (ordered structures) в этой 
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теореме критически важно и породило целую волну дальнейших 

исследований. В отсутствии встроенного линейного порядка (или оператора 

преемника) логика FO(LFP) не способна отличить друг от друга элементы с 

одинаковыми локальными топологическими свойствами, даже если они 

физически различны, и, следовательно, не может однозначно «моделировать» 

последовательную ленту машины Тьюринга для симуляции алгоритма. Без 

порядка FO(LFP) не может выразить даже такую простую задачу из класса P, 

как определение чётности числа вершин в графе. 

Транзитивные замыкания и классы логарифмической памяти 

Продолжая декомпозицию классов сложности, Иммерман спустился 

ниже по иерархии и обратился к субполиномиальным классам памяти: L 

(детерминированная логарифмическая память) и NL (недетерминированная 

логарифмическая память). Для их логической характеризации он ввел и 

формализовал логики, основанные на операторах транзитивного замыкания 

(Transitive Closure, TC). 

1. Логика транзитивного замыкания (FO(TC)) и класс NL: 

Оператор транзитивного замыкания  позволяет для заданного 

бинарного отношения (или формулы, определяющей переход из одной 

конфигурации в другую) находить все пары вершин, соединенных путем 

произвольной длины. Иммерман показал, что добавление оператора  

к логике первого порядка на упорядоченных структурах захватывает в 

точности класс недетерминированной логарифмической памяти: 

. Классической задачей для этого класса является st-

достижимость (определение того, существует ли путь из вершины  в 

вершину  в ориентированном графе). 
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2. Логика детерминированного транзитивного замыкания 

(FO(DTC)) и класс L: Для строго детерминированного случая Иммерман 

определил детерминированное транзитивное замыкание (DTC). Оператор 

 вычисляет достижимость только в том случае, если на каждом 

шаге пути существует ровно один возможный следующий шаг, 

удовлетворяющий формуле . Если ветвлений несколько, 

детерминированный оператор принудительно обрывает путь, моделируя 

тем самым отсутствие выбора у детерминированной машины. 

Элегантный результат гласит: . 

Иерархия, построенная Иммерманом, продолжается и выше класса NP. 

В сотрудничестве с результатами Сержа Абитебуля и Виктора Виану 

(Abiteboul, Vianu, 1989), было показано, что оператор частичной неподвижной 

точки (Partial Fixed-Point, PFP), который снимает ограничение монотонности 

и допускает немонотонные индуктивные определения, захватывает класс 

пространственной сложности PSPACE. Без монотонности итерации могут 

зацикливаться; если они не сходятся к стабильному результату, значение 

оператора считается ложным. Подобная логика требует полиномиального 

числа битов для отслеживания состояний, что математически отражает 

природу . 

Триумф индуктивного подсчета: теорема Иммермана - Селепченьи 

В 1987 году Нил Иммерман и словацкий математик Роберт Селепченьи 

(Róbert Szelepcsényi) независимо друг от друга разрешили проблему, 

остававшуюся открытой на протяжении более тридцати лет со времен 

зарождения теории сложности и автоматов - так называемую вторую проблему 

линейно ограниченных автоматов (Second LBA problem). Они представили 

формальное доказательство того, что классы недетерминированной 
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пространственной сложности замкнуты относительно дополнения. В наиболее 

общей форме теорема утверждает, что для любого пространственного 

ограничения , справедливо равенство 

. Для случая логарифмической 

памяти это означает триумфальное и неожиданное равенство . 

За этот интеллектуальный прорыв оба ученых были удостоены Премии Гёделя 

в 1995 году. 

До этого открытия научное сообщество в подавляющем большинстве 

предполагало, что , выстраивая ложную аналогию с 

популярной гипотезой . Концептуальная трудность 

заключалась в принципиальной асимметрии недетерминизма: 

недетерминированной машине легко доказать наличие пути в графе от 

вершины  к вершине  - ей нужно просто «угадать» последовательность 

правильных шагов и подтвердить их корректность. Но как 

недетерминированной машине с жестко ограниченной логарифмической 

памятью убедительно доказать, что пути не существует? Она физически не 

может перебрать все возможные ветвления и сохранить информацию о 

неудавшихся путях, так как логарифмическая память не способна вместить 

экспоненциально растущее дерево вариантов поиска. 

Механизм доказательства: Индуктивный подсчет 

Основой теоремы является революционный и одновременно элегантный 

алгоритмический метод, получивший название «индуктивный подсчет» 

(inductive counting). Иммерман продемонстрировал, что недетерминированная 

машина может точно подсчитать общее количество уникальных вершин в 

графе конфигураций, достижимых из стартовой вершины , вообще не 
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сохраняя в памяти сам список этих вершин. 

Алгоритм индуктивного подсчета концептуализирует пространство 

состояний машины как концентрические уровни достижимости, расходящиеся 

от начального состояния. Пусть  - граф, а  - количество вершин 

(в контексте машины Тьюринга вершины представляют собой возможные 

конфигурации памяти). Пусть  - начальная вершина, а  - целевая вершина. 

Цель состоит в том, чтобы строго доказать, что  недостижима из . Определим 

 как множество вершин, достижимых из  ровно за  или менее шагов. 

Логика алгоритма строится на индуктивном шаге: если машина точно знает 

кардинальность множества  (число вершин, достижимых за  шагов), она 

может использовать это единственное скалярное значение для точного 

вычисления размера следующего слоя . 

Для проверки того, что некая вершина  принадлежит , машина 

итеративно перебирает все вершины . Для каждой вершины  машина 

недетерминированно угадывает, принадлежит ли она  (демонстрируя и 

верифицируя путь от  до  длины не более ). Если машина находит такую 

, и существует направленное ребро от  к , то принадлежность  

подтверждена. 

Главный концептуальный трюк заключается в механизме отбраковки 

ложных ветвей: в процессе перебора машина ведет внутренний счетчик , 

фиксирующий, сколько вершин из множества  она уже успешно «угадала» 

и проверила. Если после перебора всех  счетчик  в точности совпадает с 
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ранее известным числом , это дает машине математическую гарантию 

того, что она просмотрела все без исключения достижимые вершины из слоя 

. Следовательно, если ни одна из этих подтвержденных вершин не имеет 

ребра, ведущего в , машина может с абсолютной уверенностью заявить, что 

. Это позволяет безошибочно фиксировать отсутствие пути, 

отбраковывая те недетерминированные ветви, где машина «ошиблась» и не 

смогла угадать все вершины из  (в таких ветвях , и ветвь просто 

прерывается без выдачи ответа). 

Повторяя этот процесс индуктивно, начиная с базы  (где  

и ) и до , алгоритм вычисляет точное число достижимых 

конфигураций . На финальном этапе машина просто перебирает все 

вершины, проверяя их принадлежность . Если счетчик проверенных 

достижимых вершин достигает общего числа , и целевая вершина  среди 

них так и не встретилась, машина принимает окончательное решение: пути из 

 в  не существует. Пространственная сложность этого шедеврального 

алгоритма требует лишь хранения нескольких счетчиков (индекс вершины , 

длина текущего пути , размер , счетчик ), каждый из которых не 

превышает  и может быть записан в бинарном виде, требуя строго  

памяти. 

Прямым следствием этого результата, помимо разрешения 

фундаментальной проблемы теории конечных автоматов, стало 

доказательство Иммерманом (с использованием установленного равенства 
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) того факта, что логарифмическая иерархия коллапсирует до 

класса . 

Проблема неупорядоченных структур и графы Кая - Фюрера - 

Иммермана (CFI) 

Как упоминалось ранее, логика FO(LFP) захватывает класс PTIME 

только на строго упорядоченных структурах. Центральной открытой 

проблемой конечной теории моделей (и дескриптивной сложности) на 

протяжении многих лет остается вопрос: существует ли логика, которая 

захватывает полиномиальное время (P) на абсолютно всех (в том числе 

неупорядоченных) конечных структурах? Разрешение этой проблемы, 

сформулированной Юрием Гуревичем, является эквивалентом нахождения 

универсального математического языка, который алгоритмически описывает 

класс P без привязки к произвольным линейным порядкам. 

Долгое время считалось, что добавление счетных кванторов (Counting 

Quantifiers) к логике неподвижной точки - образование логики FPC (Fixed-

Point Logic with Counting) - может быть достаточным для захвата PTIME. 

Однако в 1992 году Цзиньи Кай (Jinyi Cai), Мартин Фюрер (Martin Fürer) и Нил 

Иммерман построили гениальный контрпример, навсегда разрушивший эту 

гипотезу. Эта элегантная топологическая конструкция получила название 

графов Кая - Фюрера - Иммермана (CFI graphs). 

Конструкция CFI берет связный 3-регулярный базовый граф 

 и создает множество CFI-графов путем замены каждой исходной 

вершины  на специализированный графовый подграф - «гаджет». Эти 

гаджеты могут быть двух типов: «четные» (even) и «нечетные» (odd), 

различающиеся внутренней маршрутизацией ребер, кодирующих 

ограничения четности. Сборка графа из четных и нечетных гаджетов 
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генерирует экспоненциальное число изоморфных и неизоморфных графов. 

Фундаментальная задача состоит в том, чтобы отличить граф, в котором 

собрано четное количество «нечетных гаджетов», от графа, в котором их 

общее количество нечетно. 

 

Суть и значимость теоремы Кая - Фюрера - Иммермана формулируется 

следующим образом: Несмотря на то, что задача определения изоморфизма 

таких графов (и вычисления четности числа нечетных гаджетов) 

тривиально разрешима за полиномиальное время (посредством сведения к 

решению систем линейных уравнений над полем Галуа  методом 

Гаусса), логика FPC принципиально не способна их различить. 

Причина кроется в природе логики с подсчетом. Алгоритмы типа 

Вейсфейлера - Лемана (Weisfeiler-Leman, WL), которые эквивалентны по 

выразительной силе логике FPC, используют исключительно локальный 

анализ окружения вершин и подсчет смежных цветов. Поскольку конструкция 

CFI графов обладает высокой степенью локальной симметричности, алгоритм 
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-WL (для любого фиксированного ) «запутывается» в локальных 

симметриях гаджетов и присваивает обоим графам (с четным и нечетным 

числом нечетных гаджетов) абсолютно идентичные цвета, ошибочно 

классифицируя их как изоморфные. 

Открытие CFI-графов привело к колоссальному всплеску исследований 

в поиске новых, более мощных логик. Современные дебаты и работы 

последних лет (включая передовые исследования 2025–2026 годов) 

сосредотачиваются на таких конструктах, как логика CPT (Choiceless 

Polynomial Time) и различные вариации ранговой логики, которые пытаются 

преодолеть топологический барьер CFI путем введения изоморфизм-

инвариантных операций над множествами, матричных рангов или 

алгебраических вычислений. 

Параллельная сложность, булевы схемы и модель CRAM 

Помимо последовательных классов сложности, Иммерман внес 

фундаментальный вклад в понимание параллельных вычислений и схемной 

сложности. Он показал, что существует прямое и математически строгое 

соответствие между глубиной вложенности кванторов в логических формулах 

и параллельным временем выполнения алгоритмов на многопроцессорных 

архитектурах. 

Иммерман детально исследовал модель параллельной памяти с 

произвольным доступом, известную как CRAM (Concurrent Read, Concurrent 

Write PRAM). Эта идеализированная модель позволяет множеству 

параллельных процессоров осуществлять конкурентное чтение и запись в 

общую память с определенными правилами разрешения аппаратных 

конфликтов. 

Фундаментальный результат Иммермана в этой области гласит: 
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логическая сложность выражения свойства через формулы с фиксированным 

блоком кванторов, который итеративно применяется  раз (логика 

обозначается как  или ), в точности соответствует классу 

булевых запросов, вычислимых за время  на параллельной машине 

CRAM. То есть, . 

Эта эквивалентность элегантно связывает абстрактные логические 

структуры с конкретными аппаратными схемотехническими архитектурами. 

Например, для константного параллельного времени  класс 

 совпадает со стандартной логикой первого порядка , что также 

эквивалентно логарифмической временной иерархии (Logarithmic-Time 

Hierarchy) и важнейшему классу -uniform  (языки, распознаваемые 

семействами булевых схем полиномиального размера и строго константной 

глубины с вентилями неограниченного входа). Полиномиально ограниченная 

итерация  дает класс схемной сложности , 

представляющий задачи, которые можно эффективно распараллелить. 

Подход Иммермана к "FO-uniformity" предоставил мощную 

альтернативу классической "DLOGTIME uniformity", позволив доказывать 

нижние оценки для схем (например, невозможность вычисления функции 

четности в ) с использованием чисто логических игр Эренфойхта-

Фраиссе, вообще не прибегая к комбинаторному анализу самих схем. 

Динамическая сложность и класс dynFO 

Традиционная вычислительная сложность рассматривает процесс 

вычисления как статичное, разовое действие: алгоритм получает 

фиксированные входные данные и генерирует конечный результат. Однако в 
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реальном мире, особенно в масштабируемых системах управления 

реляционными базами данных или в графовой сетевой маршрутизации, 

данные постоянно изменяются. Пересчет сложных графовых запросов «с 

нуля» при каждом микроскопическом изменении базы данных (например, 

добавлении или удалении единственной записи) является вычислительно 

неэффективным и катастрофически медленным. 

Для решения этой концептуальной проблемы Нил Иммерман совместно 

с Сушантом Патнаиком (Sushant Patnaik) разработали новую парадигму - 

Динамическую дескриптивную сложность (Dynamic Descriptive 

Complexity), впервые формализовав класс  (Dynamic First-Order). В 

динамическом сценарии вычислительная система поддерживает в памяти как 

саму входную базу данных (основные отношения), так и специально 

спроектированный набор вспомогательных структур данных (auxiliary 

relations). При добавлении или удалении кортежа из базы система обновляет 

значения вспомогательных отношений, используя исключительно простые 

формулы логики первого порядка. Это эквивалентно тому, что обновление 

выполняется базовыми запросами реляционной алгебры (или SQL без 

функций агрегации), что гарантирует исполнение за константное 

параллельное время . 

 

Центральной интригой теории динамической сложности на протяжении 

двадцати лет был вопрос о поддержании свойства достижимости в графе 

(Reachability). В статическом контексте достижимость фундаментально 

невыразима в логике первого порядка (для этого требуется рекурсия, FO(TC) 

или FO(LFP)). Однако Патнаик и Иммерман выдвинули смелую гипотезу: при 

наличии достаточной предварительно вычисленной вспомогательной 
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информации, обновления этой информации после удаления или добавления 

одного ребра могут быть вычислены ограниченными средствами . Эта 

гипотеза оставалась открытой долгие годы, став святым Граалем 

динамической сложности. 

Лишь спустя десятилетия (в прорывных трудах таких исследователей 

как Datta, Kulkarni, Mukherjee, Schwentick, Zeume) было получено строгое 

доказательство того, что достижимость в ориентированных графах 

действительно может поддерживаться в  (первоначальные результаты 

касались ,  с арифметикой, и в итоге были обобщены 

на любые графы). Механизмы этого доказательства включают в себя 

алгебраическую поддержку ранга матриц над конечными полями (SVRank) и 

подсчет путей небольшой длины, с последующим использованием полиномов 

над матрицей смежности. Вклад Иммермана заключался в фундаментальной 

формулировке этого направления, которое сегодня активно применяется в 

инкрементальных вычислениях. 

Практическое применение: трехзначная логика и статический 

анализ (TVLA) 

В то время как дескриптивная сложность часто воспринимается 

научным сообществом как высокоабстрактная математическая теория, не 

имеющая отношения к прикладному программированию, Нил Иммерман 

продемонстрировал, что ее аппарат имеет прямое и крайне ценное применение 

на практике - в статическом анализе программ и верификации критического 

программного обеспечения. 

В серии глубоких совместных работ с экспертами по языкам 

программирования Томасом Репсом (Tom Reps) и Мули Сагивом (Mooly 

Sagiv) Иммерман применил методы дескриптивной сложности для 
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автоматической проверки корректности программ, манипулирующих 

динамически выделяемой памятью (указателями, кучей, связанными 

списками). Эта междисциплинарная деятельность привела к созданию мощной 

архитектуры TVLA (Three-Valued-Logic Analyzer). 

В основе TVLA лежит аппарат абстрактной интерпретации (Abstract 

Interpretation) с использованием трехзначной логики (Three-Valued Logic). 

Проблема автоматического анализа кучи (heap analysis) заключается в том, что 

количество создаваемых объектов памяти в процессе работы программы 

(особенно с циклами) потенциально бесконечно, и статический анализатор 

физически не может отследить каждый объект индивидуально. TVLA 

использует технику абстракции формы (Shape Analysis): он группирует 

(агрегирует) объекты кучи со схожими топологическими свойствами в 

конечные множества (summary nodes). 

Чтобы сохранить математическую строгость (soundness) при потере 

детализированной информации из-за агрегации, используется трехзначная 

логика со значениями: ИСТИНА (True), ЛОЖЬ (False) и НЕИЗВЕСТНО 

(Unknown или ). Предикаты логики первого порядка, усиленные 

транзитивным замыканием ( ), используются для формулирования 

правил: например, указывает ли данная переменная на начало списка, 

существует ли путь по указателям от объекта  к объекту  (достижимость), 

не образовался ли случайный цикл в структуре дерева. Если анализатор не 

может дать точный ответ из-за абстракции, он консервативно возвращает 

«НЕИЗВЕСТНО», гарантируя тем самым, что система не пропустит 

потенциальную ошибку (memory leak или null-pointer dereference). Фреймворк 

TVLA оказался настолько мощным, что позволил доказывать сложные 

свойства безопасности для многопоточных Java-программ (linearizability) с 
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неограниченным числом потоков и объектов в куче. 

Современное наследие: формализация дескриптивной сложности в 

Lean (2026) 

Влияние подходов Иммермана не ослабевает и в настоящее время, 

находя применение в самых передовых областях информатики. Одним из 

самых свежих направлений 2026 года стало использование интерактивных 

систем машинного доказательства теорем (proof assistants, таких как Lean 4) 

для строгой математической верификации классических результатов теории 

сложности. 

Долгое время формализация теории сложности в системах 

автоматического доказательства сталкивалась с непреодолимыми 

препятствиями: попытки формализовать Машины Тьюринга, их бесконечные 

ленты, состояния и точный подсчет шагов влекли за собой комбинаторный 

взрыв деталей, делая доказательства неподъемными и крайне хрупкими для 

автоматизации. Как отмечает недавнее исследование Пьера Сеннеллара и 

Антона Гнатенко (2026) «Descriptive Complexity in Lean: Completeness by First-

Order Reductions», именно дескриптивная сложность предоставила идеальный 

математический фундамент для машинной верификации. 

Поскольку дескриптивная сложность определяет классы не через 

неповоротливые машины с ограниченными ресурсами, а через классы 

изоморфизм-инвариантных предикатов на конечных структурах, 

формализация становится кристально элегантной. Вычислительный класс 

(например, PTIME или NL) определяется в коде Lean просто как множество 

свойств, выразимых в соответствующих логиках (FO(LFP), FO(TC)), а 

доказательства полноты (completeness) и трудности (hardness) проводятся 

посредством -сведений (First-Order reductions). 
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В 2026 году библиотека Descriptive Complexity in Lean уже насчитывала 

сотни тысяч строк верифицированного кода, доказывая свыше 70 результатов 

полноты для 14 различных классов (включая машинное доказательство 

теоремы Иммермана - Селепченьи  строго внутри логики Lean 

без единого обращения к симуляции машин Тьюринга)17. Это убедительно 

свидетельствует о том, что язык логики, заложенный Нилом Иммерманом 

сорок лет назад, стал «родным» языком не только для человеческого 

понимания сложности вычислений, но и для искусственного интеллекта и 

современных систем формальной верификации. 

Заключение 

Исследования Нила Иммермана представляют собой уникальный 

интеллектуальный мост между абстрактной математической логикой и 

строгим анализом алгоритмических систем. Перенеся концептуальный акцент 

с механистического подсчета битов, регистров и тактов процессора на 

глубокий лингвистический анализ выразимости, дескриптивная сложность 

дала науке глубокое философское осознание: вычислительная сложность 

проблемы неотделима от семантической структуры и грамматики вопроса, 

которым эта проблема задана. 

От теоремы Иммермана - Варди, раскрывшей истинную дескриптивную 

суть полиномиального времени, до удостоенной Премии Гёделя теоремы 

Иммермана - Селепченьи, решившей многолетний парадокс 

недетерминированного пространства элегантным методом индуктивного 

подсчета, - эти достижения заложили фундамент современной теории 

сложности. Внедрение этих сугубо теоретических идей в архитектуры 

динамических баз данных (dynFO) и системы статического анализа кода 

(TVLA) доказало, что абстрактные логические операторы могут быть 
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превращены в высокоэффективные практические инженерные инструменты. 

Наконец, интеграция дескриптивных подходов в новейшие системы 

машинного доказательства теорем подчеркивает вневременной характер и 

феноменальную надежность математического каркаса, созданного Нилом 

Иммерманом. Его труды продолжают оставаться основой, на которой строится 

теоретическая, так и прикладная информатика. 
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